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�Não se preocupe muito

com as suas di�culdades em

Matemática, posso assegurar-lhe que
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(Albert Einstein)





Resumo

A distribuição q-Weibull foi aplicada em análise de con�abilidade. Trata-se de uma

generalização com quatro parâmetros de uma distribuição amplamente utilizada em con-

�abilidade, a distribuição Weibull, que possui três parâmetros. A distribuição Weibull é

baseada na função exponencial do negativo de uma potência. A distribuição q-Weibull

utiliza uma generalização da função exponencial, chamada q-exponencial, que apresenta

o comportamento assintótico a uma lei de potência e recupera, também como caso par-

ticular, uma exponencial. Desta forma, em comparação com a distribuição Weibull, foi

acrescentado mais um parâmetro às expressões da função densidade de probabilidade, da

função de falha acumulada e da taxa de falha. Foram identi�cados cinco padrões distintos

para a taxa de falha da distribuição q-Weibull, determinados por faixas bem de�nidas dos

parâmetros do modelo. Isto representa uma melhoria em relação ao modelo Weibull, ca-

paz de representar três padrões de comportamento para a taxa de falha. Particularmente

a taxa de falha q-Weibull é capaz de representar, além dos formatos decrescente, cons-

tante e crescente, dois outros formatos, o unimodal e a curva da banheira, que não são

possíveis para a distribuição Weibull, com parâmetros �xos. Foram deduzidas expressões

para os momentos em torno do zero e da média, também para moda e mediana, além

de outras propriedades características. O método de ajuste foi validado por meio de três

exemplos de casos reais: componentes de poços de petróleo, estacão de solda robotizada,

e em mercado de ações. Os exemplos da estação de solda e do mercado de ações também

foram utilizados para comparação da e�ciência de quatro modelos, q-Weibull, Weibull,

q-exponencial, e exponencial. Foram deduzidas expressões para a função de falha acu-

mulada e para taxa de falha de todas as portas de árvores de falha dinâmica, com base

na distribuição q-Weibull. Todas as expressões de falha acumulada foram validadas por

meio do método de Monte Carlo. Foram deduzidas expressões de con�abilidade e taxa

de falha de um componente submetido a manutenções preventivas em intervalos regula-

res de tempo sob condições de reparo perfeito e imperfeito no contexto da distribuição

q-Weibull. As expressões para o cálculo do intervalo ótimo de manutenção preventiva

foram apresentadas considerando três critérios diferentes: o custo mínimo por ciclo de

manutenção, o valor máximo permitido para a taxa de falha, e o valor mínimo permitido

para a con�abilidade. Para estes dois últimos critérios, as expressões deduzidas para um

componente foram estendidas para uma associação em porta de árvore de falha dinâmica

e foram apresentados dois exemplos.





Abstract

The q-Weibull distribution was applied to reliability analysis. It is a generalization

of a four-parameter distribution widely used in realiability, the Weibull distribution, which

has three parameters. The Weibull distribution is based on the exponential of the nega-

tive of a power law. The q-Weibull distribution uses a generalization of the exponential

function, called q-exponential. This function displays the asymptotic behavior of a power

law, and also recovers the exponential function, as a particular case. Thus, when com-

pared with the Weibull distribution, it has been added into the expressions an additional

parameter q. It has been identi�ed �ve distinct patterns for the failure rate distribution of

q-Weibull model, determined by well de�ned ranges of the parameters. This represents an

improvement over the Weibull model, that is able to represent three patterns of behavior

for the failure rate. Particularly, q-Weibull failure rate is able to represent, in addition

to the decreasing, steadily, and increasing formats, two additional cases, the unimodal

and the bathtub curve, which are not possible for the Weibull distribution with �xed pa-

rameters. It has been deduced expressions for the moments around zero and around the

average, and also the median, the mode, besides other characteristic properties. The �t-

ting method was validated by using three real examples: components of oil wells, robotic

welding station, and an instance of the stock market. The examples of welding station

and the stock market were also used to compare the e�ciency of four models, q-Weibull,

Weibull, q-exponential, and exponential. Based on the q-Weibull distribution, there were

deduced expressions for the unreliability and failure rate functions of all ports of dynamic

fault trees. All expressions of unreliability were validated by means of the Monte Carlo

method. Expressions for the reliability and the failure rate of a component subjected to

preventive maintenance at regular intervals of time under conditions of perfect and im-

perfect repair were deduced in the context of the q-Weibull distribution. The expressions

for the determination of the optimal preventive maintenance interval were presented, con-

sidering three di�erent criteria: the minimum cost per maintenance cycle, the maximum

allowed value for the failure rate, and the minimum allowable reliability. For the latter

two criteria, the expressions deduced for a component have been extended to a port of

dynamic fault tree, and two examples were presented.
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1 Introdução

A engenharia de con�abilidade tem como uma de suas principais tarefas manter

as instalações industriais, equipamentos, ou simples componentes funcionando de forma

adequada. De forma geral manter os sistemas livres de falhas ajuda a afastar perdas

�nanceiras e prejuízos ambientais.

Novos produtos têm aparecido num ritmo cada vez maior e os produtos que já

existem precisam ser produzidos de forma cada vez mais acelerada. Isto se deve ao próprio

avanço tecnológico e também ao aumento de demanda, provocado por uma quantidade

crescente de consumidores, cada vez mais exigentes. A demanda e o avanço tecnológico

são fatores que têm se realimentado de forma a exigir que os sistemas de produção sejam

cada vez mais con�áveis e menos suscetíveis a falhas.

A importância da manutenção de tais sistemas cresceu e provocou o surgimento

da gestão da manutenção. Com uma mecanização cada vez maior e, com a inclusão da

automação, o número de pessoas em atividades de produção tem diminuído, ao passo

o capital empregado em equipamentos de produção e nas instalações tem aumentado.

Com equipamentos mais caros e menos empregados nos setores produtivos, os gastos com

manutenção aumentam, em função da natureza dos equipamentos e da proporção cada

vez maior de funcionários em manutenção. Nas re�narias, por exemplo, não é raro que

os serviços de manutenção e operação sejam os maiores departamentos na empresa e que

cada um deles compreenda cerca de 30% da mão de obra total (vide Rommert (1996)).

A gestão de manutenção foi bene�ciada com o desenvolvimento de uma grande área

da pesquisa operacional, chamada otimização de manutenção. Esta área foi fundada no

início da década de sessenta do Séc. XX, por Barlow, Proschan, Jorgenson, McCall,

Radner e Hunter. Desde então os modelos matemáticos e probabilísticos já desenvolvidos

foram incorporados e outros novos criados.

Neste contexto, a engenharia de con�abilidade aborda o sistema de forma qualita-

tiva, pelo estudo dos modos de falha e de suas consequências para o sistema, e de forma

quantitativa, por exemplo, pela estimação de probabilidades de falha.

A natureza de tais sistemas pode prever tolerância a falhas por meio da reação au-

tomática do sistema com medidas que objetivam a manutenção do funcionamento ou uma

possível prevenção de eventos desastrosos. Desta forma técnicas de cálculo de con�abili-

dade devem ser desenvolvidas para funcionarem de acordo com cenários que se aproximam

da realidade de modo satisfatório.



2 Capítulo: 1 Introdução

1.1 Objetivo geral

O objetivo geral desta Tese é o desenvolvimento de um método para análise de

con�abilidade em conformidade com a estatística de Tsallis, a partir da generalização de

modelos modelos existentes. Além disto a inclusão da funcionalidade das árvores de falha

dinâmica e a substituição por meio de manutenção preventiva são propostos.

1.2 Objetivos especí�cos

a) desenvolvimento da generalização da função taxa de falha da distribuição Weibull

por meio da incorporação de ferramentas da estatística de Tsallis;

b) desenvolvimento e validação de ummétodo de cálculo dos parâmetros da distribuição

generalização da distribuição Weibull, a partir de dados amostrais, com a utilização

das q-funções, e exempli�cação com componentes de poços de petróleo e instalações

industriais;

c) desenvolvimento de um método de cálculo de con�abilidade de sistemas conside-

rando componentes associados por meio de árvore de falha dinâmica, com a distri-

buição q-Weibull;

d) desenvolvimento e validação de um método de cálculo de intervalo de tempo para

manutenção preventiva utilizando a distribuição q-Weibull;

O capítulos desta Tese estão organizados da seguinte forma:

a) o Capítulo 1 apresenta a introdução, trata da importância do tema e sua interação

com a engenharia de con�abilidade;

b) o Capítulo 2 apresenta a revisão do estado da arte e os principais conceitos em

engenharia de con�abilidade;

c) o Capítulo 3 contém uma análise detalhada da função taxa de falha da distribuição

q-Weibull;

d) o Capítulo 4 compara ajustes das distribuições q-Weibull, Weibull, q-exponencial e

exponencial, com dados de componentes de poços de petróleo e de uma estação de

solda robotizada;

e) o Capítulo 5 aplica a distribuição q-Weibull em árvore de falhas dinâmicas;

f) o Capítulo 6 propõe o cálculo de intervalos de manutenção preventiva com base em

valores limites de con�abilidade e taxa de falha, e também com o menor custo por

ciclo de manutenção;

g) o Capítulo 7 apresenta as conclusões parciais da Tese e sugestões para trabalhos



1.3 Justificativa 3

futuros;

h) o Apêndice A detalha as principais deduções matemáticas da Tese;

1.3 Justi�cativa

Existe uma grande quantidade de modelos para tempos de vida e aplicações em

con�abilidade. Alguns destes são modi�cações de distribuições estatísticas já existentes

e outros são combinações de duas ou mais distribuições. Uma classe de modelos busca a

interpretação de fenômenos complexos à luz da mecânica estatística não extensiva e tem

sido aplicada a diversos fenômenos, alguns dos quais em áreas que extrapolam aquelas

usualmente abordadas pela física.

Os modelos baseados na estatística de Tsallis têm sido aplicados a sistemas correla-

cionados, muitos dos quais são exempli�cados por situações que extrapolam os exemplos

físicos usuais. Em sistemas �nanceiros, biológicos, sociais, dentre outros, as interações

entre os elementos constituintes são fortes, e, apesar destes pertencerem a categorias

completamente distintas, modelos baseados na estatística não extensiva têm se mostrado

bastante adequados na sua descrição.

Dentre os exemplos de sistemas complexos que têm sido descritos estatisticamente

de modo satisfatório encontram-se as distribuições de frequências de cestas de basquete,

vítimas de ciclones, vendas a retalho de medicamentos de marca e comprimentos de es-

tradas. As quantidades de cestas de basquete são mais bem descritas pela q-exponencial,

ao passo que a distribuição Weibull se ajustou melhor para vítimas de ciclones e venda de

medicamentos. Por outro lado, os comprimentos de estradas não foram satisfatoriamente

descritos nem pela distribuição q-exponencial nem pela Weibull, mas sim pela distribuição

q-Weibull (vide Picoli, Mendes e Malacarne (2003)). Em Tsallis et al. (2003) é mostrada a

generalização por parâmetro q como ponte para a compreensão de fenômenos econômicos,

entre os quais opções de preços, distribuições de volume e rentabilidade e a onipresença

do conceito de aversão ao risco. Três anos antes, os números de gols por artilheiros em

campeonatos de futebol foram descritos por uma q-exponencial em Malacarne e Mendes

(2000). Um elenco de exemplos, bem mais completo, pode ser encontrado em Tsallis

(2009).

Esta variedade de sistemas inspirou a aplicação da estatística de Tsallis, em con�a-

bilidade e, posteriormente a extensão para o formalismo de árvore de falha dinâmica, e a

utilização na de�nição de estratégia de manutenção preventiva, em sistemas tecnológicos

su�cientemente intrincados, onde existam correlações espaciais ou temporais.

Frequência de terremotos, comportamento de material granular, distribuição de raios
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cósmicos que chegam à Terra, parcerias sexuais e medida de sucesso entre músicos são

alguns sistemas físicos e sociais para os quais as distribuições da família da q-exponencial

são relativamente bem ajustados (vide Borges (2004a)). No mesmo ano, Rizzo e Rapisarda

(2004) desenvolveram uma análise em medidas de esforço de vento coletadas no aeroporto

de Florença entre 2002 e 2003, utilizando as ferramentas usuais adotadas pela turbulência

hidrodinâmica para reproduzir as funções densidade de probabilidade das componentes de

velocidades intermitentes. A análise foi realizada seguindo a aproximação não-extensiva1

e o conceito de superestatística2 demonstrando o sucesso da estatística de Tsallis em

experimentos de turbulência.

O primeiro trabalho que relaciona a distribuição q-Weibull com falha de um dispo-

sitivo, foi de Costa et al. (2006). Eles analisaram a ruptura dielétrica em óxidos, assunto

de extremo interesse no avanço tecnológico da eletrônica, e obtiveram um ajuste da dis-

tribuição q-Weibull com qualidade superior ao obtido pela Weibull não generalizada. Tal

fato mostrou que o mecanismo de falha descrito por Weibull pode ser melhorado com as

ferramentas provenientes da estatística de Tsallis.

Mesmo após a generalização da função de Weibull com o uso das q-funções ter sido

testada com sucesso, o modelo Weibull usual tem sido alvo de outras generalizações fora

do âmbito da não-extensividade. Em Bebbington, Lai e Zitikis (2007) foi proposta uma

nova generalização da Weibull com dois parâmetros. O modelo tem uma função taxa de

falha simples e com a escolha adequada dos valores dos parâmetros é capaz de representar

várias classes de envelhecimento. As faixas dos valores dos dois parâmetros são claramente

de�nidas para separar as classes. O cálculo de parâmetros foi realizado por plotagem de

probabilidade e máxima verossimilhança.

Embora a distribuição q-Weibull tenha sido utilizada para modelar vários fenôme-

nos, a sua utilização em engenharia de con�abilidade ainda não foi plenamente explorada.

Esta Tese complementa as lacunas do desenvolvimento de metodologias para a aplicação

da distribuição q-Weibull em con�abilidade de componentes isolados, de sistemas forma-

dos por componentes conectados segundo o formalismo de árvores de falha dinâmicas e

também em gestão de manutenção.

1A mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs apresenta limitações em classes de sistemas anômalos,
essencialmente quando interações ou memória de longo alcance estão presentes. A mecânica estatística
não-extensiva generaliza o formalismo usual e permite estudar alguns destes sistemas. Aplicações
em diversas áreas do conhecimento podem ser incluídas, por exemplo, física, matemática, biologia,
algoritmos de otimização e �nanças.

2Superestatística é um ramo da mecânica estatística ou física estatística dedicado ao estudo de sistemas
não-lineares e fora do equilíbrio.
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2 Fundamentos de con�abilidade

2.1 Introdução

Para Ramirez-Márquez e Jiang (2006), no mercado competitivo dos dias de hoje,

a con�abilidade de sistemas e produtos contribui consideravelmente para a percepção da

e�ciência operacional do sistema, assim consequentemente, para a satisfação de seus con-

sumidores. Por anos, a análise da con�abilidade tem sido reconhecida como imprescindível

nas áreas militar e de sistemas eletrônicos. Contudo, nas últimas décadas, a competição

no mercado globalizado forçou esta análise em quase todos os produtos comerciais.

Ainda segundo Ramirez-Márquez e Jiang (2006), os métodos de cálculo, veri�cação

e validação de con�abilidade de sistemas estão se tornando cada vez mais importantes,

uma vez que os consumidores procuram produtos con�áveis e de melhor qualidade. Ge-

ralmente estes métodos são baseados em informações sobre como a con�abilidade de cada

componente impacta na con�abilidade geral do sistema. Para sistemas na fase de projeto,

dados sobre a con�abilidade de cada componente são limitados. Em sistemas em ope-

ração, é possível ter estimativas com qualidade su�ciente para evitar custos inesperados,

perda de con�ança do consumidor ou cliente e provável perda de espaço no mercado.

Os avanços tecnológicos têm produzido sistemas cada vez mais complicados, de custo

de instalação elevado e com possibilidade de gerar grandes perdas �nanceiras ou danos

ambientais caso não funcionem como projetados (veja Ramakumar (1993)).

Com o alto grau de complexidade atingido por muitas instalações industriais, a

manutenção focada em con�abilidade tornou-se um imperativo para manter o sistema

funcionando de forma adequada e garantir a qualidade de seus produtos ao longo do

tempo.

Para Sandtorv, Hokstad e Thompson (1996) as consequências de um projeto incor-

reto ou uma manutenção ine�ciente podem afetar negativamente a segurança, o ambiente,

ou o custo em muitas categorias dos processos industriais e, em particular, a exploração

de petróleo o�shore e indústrias de produção. O projeto OREDA (maiores detalhes em

OREDA (2002)) é um programa de coleta de dados para a indústria o�shore que está

em operação desde o início da década de 1980. Um alto nível de conhecimento em es-

peci�cação de dados e em métodos de coleta e utilização de dados foi alcançado a partir

deste programa. Alguns resultados e parte do conhecimento obtido a partir do OREDA
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conduzem a recomendações para projetos de coleta de dados.

As companhias de petróleo participantes do OREDA utilizam seus dados para o

desenvolvimento de novos campos de petróleo e para a melhoria dos serviços em opera-

ção. Os dados de con�abilidade são utilizados em análise de con�abilidade e segurança.

Alguns benefícios são operações mais seguras, aumento da disponibilidade de produção

e a otimização da manutenção. Veja em Langseth, Haugen e Sandtorv (1998) que esta

prática já existe há mais de 2 décadas. A análise de con�abilidade é um dos vários fatores

chave na escolha de soluções com maior relação custo benefício.

De acordo com a norma ISO 14224:1999 a coleta de dados é um investimento. Pode-

se alcançar melhoria da qualidade por meio da padronização e melhoria dos sistemas de

gerenciamento de informação que permitam coleta eletrônica e transferência de dados.

Uma das formas de aumentar a quantidade e diversidade de dados com custo viável é

a cooperação entre indústrias. Esta norma fornece recomendações para a indústria de

petróleo e gás natural a respeito da especi�cação e execução de coleta de dados para

análise de con�abilidade, ambas como atividades distintas e de aplicação diária para

catalogação de dados históricos.

De posse de um conjunto de dados organizados, de procedência con�ável e de na-

tureza representativa, as informações obtidas podem ser úteis na melhoria do sistema,

tornando-o mais e�ciente, mais robusto e menos custoso.

Pascual, Meruane e Rey (2008) propõem uma aproximação para estudar e aumentar

a e�cácia de um sistema considerando a taxa de custo esperado por ciclo de vida deste.

O modelo proposto considera que o sistema é protegido contra �utuação de demanda e

ocorrência de falhas com elementos como estoque, equipamentos em redundância e o uso

de métodos alternativos de produção. Estas políticas de projeto permitem manter ou

minimizar a produção nominal enquanto medidas corretivas são tomadas. Para o modelo

do sistema é também considerado o processo de envelhecimento que depende da frequência

e da qualidade das ações preventivas.

Pascual, Meruane e Rey (2008) consideram que a tomada de decisão é difícil por

causa das descontinuidades na intervenção e nos custos de parada bem como por causa

das limitações de orçamento. Os autores apresentam uma formulação não linear que

minimiza a taxa de custo total considerando reparo, paradas de manutenção (e seu fator

de melhoria) e tempos de substituição. O modelo proposto considera os reparos mínimos

e as paradas de manutenção imperfeitas.

Para Pascual, Meruane e Rey (2008) uma quantidade signi�cativa de pesquisadores

na área de engenharia de con�abilidade considera que o estudo das políticas de manu-
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tenção previne as falhas do sistema e aumenta a sua con�abilidade. Para os autores, a

modelagem de manutenção tem sido reconhecida como um assunto em ascensão e também

como uma espécie de retardamento. Dentre outras razões, isto se deve ao fato da manu-

tenção realizar ações em plantas de equipamentos e não em produtos; como consequência,

esta é considerada uma atividade marginal da companhia.

Para Kiureghian, Ditlevsen e Song (2007), considerar que sistemas possuem compo-

nentes reparáveis com falhas aleatórias é interessante em muitos campos da engenharia.

Como exemplo de tais sistemas podem-se citar: uma rede de computadores consistindo de

servidores, hubs, roteadores e estações de trabalho; um sistema de distribuição de energia

elétrica consistindo de plantas de geração e linhas de transmissão, subestações e linhas

de distribuição locais; uma rede de transportes terrestres englobando rodovias, túneis e

pontes. O ponto de interesse não é apenas a disponibilidade do sistema para a operação

em qualquer instante de tempo ou a con�abilidade para operação durante um intervalo

de tempo, mas também a medida de quão rapidamente o sistema pode voltar a funcio-

nar. Assim, a identi�cação de componentes críticos dentro de um sistema é um ponto

importante, especialmente no contexto da melhoria da disponibilidade e con�abilidade do

sistema. Em sistemas complicados formados por numerosos componentes, a identi�cação

de componentes críticos não é simples.

A análise de desempenho utilizando técnicas de con�abilidade tem crescido e se

tornado importante. Desta forma, sistemas existentes podem ter manutenção melhorada

se métodos de cálculo adequados para estimar a con�abilidade do sistema forem capazes

de analisar quais modos de falha e quais componentes contribuem mais intensamente

para a queda da con�abilidade global do sistema ao longo do tempo e das solicitações de

utilização. De maneira geral, a antecipação das ações de manutenção deve diminuir as

consequências de falhas inesperadas.

Segundo Nepomuceno (1989), a manutenção é dividida em três níveis. O nível I é

o mais elementar e consiste simplesmente em conservar o equipamento funcionando. O

nível II é a manutenção preventiva clássica, que consiste na substituição de peças em pe-

ríodos regulares assim como na execução de reparos e consertos devido a quebras ou falhas

inesperadas. O nível III estabelece numa estratégia diferente pela qual a manutenção é

executada no momento adequado e antes que se processe o rompimento ou a falha qual-

quer, a chamada manutenção preditiva conhecida internacionalmente como �Condition

Monitoring�.

Para Tavares (1996), o controle preditivo de manutenção consiste na determinação

do ponto ótimo para executar a manutenção preventiva num equipamento, ou seja, o ponto

a partir do qual a probabilidade do equipamento falhar assume valores indesejáveis.
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Consequentemente, pode-se tratar a manutenção preditiva baseada na probabilidade

de falha como uma particularização da manutenção preventiva desde que esta se justi�que

probabilisticamente aplicando quanti�cação de con�abilidade. De forma geral, o objetivo

da manutenção é proporcionar o aumento da disponibilidade, seja do componente, seja

do sistema como um todo.

Desta forma, observa-se que o cálculo da con�abilidade e da disponibilidade em sis-

temas complexos1 é fator de grande importância para o bom desempenho destes sistemas,

seja pela análise de como cada componente tem responsabilidade sobre a disponibilidade

ou con�abilidade do sistema inteiro, seja pela investigação de como os componentes se

relacionam entre si ou como as ações de manutenção interagem.

Os poços de petróleo têm se tornado cada vez mais automatizados e dotados de

dispositivos de controle para assegurar a sua funcionalidade e retorno �nanceiro.

Para Silva (2006) a engenharia de reservatórios tem apresentado um grande cresci-

mento no que diz respeito à utilização de poços inteligentes. Esse tipo de poço possui um

conjunto de equipamentos de instrumentação tais como sensores, válvulas e dispositivos

de controle de �uxo, instalados ao longo de sua tubulação de produção. Esses equipa-

mentos medem as variáveis de operação do poço, por exemplo, temperatura, pressão e

abertura de válvula, alimentam bancos de dados e são usadas para monitorar, em tempo

real, todas as operações do poço.

Ainda para Silva (2006) a grande quantidade de dados gerada permite a implemen-

tação de estratégias para melhorar a operação dos poços, ter uma melhor noção do que

está acontecendo quando intervenções são feitas e, principalmente, prever o que pode

acontecer no futuro.

2.2 Integração de componentes e sistemas

Doyle e Dugan (1995) a�rmam que muitos sistemas tolerantes a falhas, especialmente

aqueles que são desenhados para controle de aplicações embarcadas, podem responder

ativamente a falhas e erros. São programados para antecipar certos tipos de falhas e erros

e incluir técnicas de detecção, de recuperação ou recon�guração. A análise de tais sistemas,

que dependem criticamente da tolerância à falha, tem que incluir estes comportamentos.

Se os próprios mecanismos de tolerância à falha forem falhos, o sistema resultante pode

1Complexo no sentido de sistemas cujos componentes funcionam entre si em numerosas relações de
interdependência ou de subordinação, apresentando compreensão difícil. Nestes sistemas não se aplica
a teoria do caos nem se pressupõe a ocorrência de Emergência que é um fenômeno ou processo de
formação de padrões complexos a partir de uma multiplicidade de interações simples como ocorre em
sistemas sociais (redes sociais), biológicos (colônias de animais) e físicos (clima).
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ser ainda menos con�ável do que aquele que não foi desenhado para tolerância à falha.

Os autores de�nem coverage como a probabilidade de um sistema se recuperar de

uma falha dado que ela tenha ocorrido. Um modelo coverage é usado para analisar a

falha e o ambiente de recuperação do erro de um sistema adaptativo. Este modelo inclui

informação sobre a duração da falha, se esta é permanente ou transitória e a e�ciência

dos procedimentos de recuperação do sistema. E inclui a possibilidade da recuperação ter

sido imperfeita, muito importante para uma avaliação precisa da dependabilidade.

Murthy, Rausand e Østerås (2008, p. 6) a�rmam que alguns autores têm usado o

termo dependabilidade com o mesmo signi�cado de con�abilidade. Entretanto, tratam

dependabilidade para descrever o nível de disponibilidade e seus fatores in�uenciantes, tais

como con�abilidade e manutenabilidade. Para eles, a manutenabilidade é a habilidade

de um item, analisado sob condições especi�cadas de uso, ser mantido em funcionamento

ou ter seu funcionamento restaurado quando uma ação de manutenção é realizada sob

condições preestabelecidas utilizando procedimentos e recursos prescritos.

Segundo Avizienis, Laprie e Randell (2001) o conceito de dependabilidade pode ser

explicitado em três partes: seus atributos, os riscos resultantes, e os meios pelos quais a

dependabilidade pode ser alcançada. A Figura 2.2.1 ilustra este conceito.

�

Figura 2.2.1: Árvore de dependabilidade.

Para Doyle e Dugan (1995), modelos combinatoriais são classes de modelos de con-

�abilidade nos quais as causa das falhas do sistema podem ser expressas por termos das

combinações das falhas dos componentes. Modelos combinatoriais incluem os modelos

grá�cos usados para análise de rede de con�abilidade, Árvores de Falha e diagramas de

bloco de con�abilidade. Modelos combinatoriais não requerem o pressuposto de taxa de
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falha constante e têm sido aplicados com sucesso na análise de con�abilidade de sistemas

mecânicos e elétricos. Particularmente, Árvores de Falha têm sido aplicadas em programas

computacionais de análise de con�abilidade humana.

Árvore de Falhas é um diagrama lógico para associação de possíveis falhas dos

componentes de um sistema por meio das portas lógicas E, OU e NÃO. A Árvore de

Falhas permite o cálculo da probabilidade de ocorrência de um evento topo originado

pela combinação das falhas dos componentes do sistema.

Até recentemente, segundo Doyle e Dugan (1995), modelos combinatoriais teriam

sido considerados inapropriados para análise de sistemas computacionais tolerantes a falha

dada a sua incapacidade de incorporar modelagem de coverage, excetuando-se a conversão

automática de Árvores de Falha em modelo de Markov com a posterior adição do modelo

de coverage na Cadeia de Markov. Outras modelagens, como Markov, e simulações são

necessárias quando a falha do sistema depende da seqüência na qual os eventos ocorrem

ao invés apenas da sua combinação.

Para Gulati e Dugan (1997) as três técnicas analíticas comumente usadas para cál-

culo e representação da con�abilidade são Árvores de Falha (AF), Diagramas Binários de

Decisão (DBD) e Cadeias de Markov. Cada uma das técnicas tem vantagens e desvanta-

gens e a escolha de uma ou outra depende do sistema a ser modelado. Para construção

do modelo analítico do sistema, as Árvores de Falha têm sido a escolha mais frequente,

pois fornecem uma representação compacta do sistema e são de fácil compreensão. En-

tretanto, árvores de falha não apresentam �exibilidade de modelagem para cobrir, por

exemplo, componentes sobressalentes, e o seu tempo de solução aumenta exponencial-

mente com o tamanho do sistema a ser modelado. Gulati e Dugan (1997) ainda mostram

que as desvantagens dos Diagramas Binários de Decisão e cadeias de Markov são devidas

à difícil especi�cação, propensa a erros e demorada.

Para Manian et al. (1998) as Árvores de Falha são uma estrutura grá�ca e lógica

para analisar a con�abilidade de sistemas e fornecem uma abordagem de modelagem sim-

ples para representar as interações entre os componentes de um sistema. As Árvores de

Falhas Dinâmicas apresentam dispositivos (portas) capazes de modelar comportamentos

seqüenciais. A metodologia para representar as Árvores de Falha Dinâmicas apresentada

por Manian et al. (1998) é chamada de Árvore de Falhas Dinâmicas e Inovativas (DIF-

Tree). Esta metodologia é baseada na técnica de dividir e conquistar modularizando as

Árvores de Falha em subárvores independentes que podem ser resolvidas por técnicas

diferentes.

Manian et al. (1998) estenderam a capacidade das DIFTree para modelar diferentes

distribuições de tempos de falha incluindo probabilidades �xas (independente do tempo e
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geralmente aplicadas em modelagem de falhas de programas computacionais), tempos de

falha exponencialmente distribuídos (taxa de falha constante), tempos de falha com dis-

tribuição Weibull (taxa de falha variável com o tempo) e tempos de falha com distribuição

lognormal.

Gulati e Dugan (1997) apresentam uma aproximação modular para análise de Ár-

vores de Falha estáticas e dinâmicas. Aplicam uma combinação de Diagramas Binários

de Decisão para Árvore de Falhas Estáticas e cadeias de Markov para Árvores de Falha

Dinâmicas, juntamente com detecção de subárvores independentes.

Manian et al. (1998) e Dugan, Sullivan e Coppit (1999) a�rmam que Árvores de

Falha Estáticas são modeladas de forma mais e�ciente por meio de Diagramas Binários

de Decisão, e Árvores de Falha Dinâmicas , por métodos de Markov.

A principal contribuição de Manian et al. (1998) foi estender a estrutura de mode-

lagem das DIFTree para suportar novas distribuições de tempos de falha e con�gurações

de Árvores de Falhas, assim como suportar uma técnica alternativa de solução na forma

de simulação de Monte Carlo. No caso da distribuição exponencial, as taxas de transição

de um estado de Markov para outro são funções das taxas de falha constantes e a solução

é encontrada por meio de equações diferenciais ordinárias.

Para tempos de falha que seguem a distribuição Weibull, as taxas de falha variam

no tempo. Para cobrir este pressuposto, são criadas classes diferentes de transição para

as Cadeias de Markov. A transição temporal é calculada para encontrar o valor numérico

da taxa de falha por meio da expressão algébrica referenciada pela transição na Cadeia de

Markov. A primeira avaliação da Cadeia de Markov cria a matriz de taxa de transição.

Conforme Manian et al. (1998), as entradas na matriz são de transições Weibull que

estão de�nidas pelo seu estágio. O algoritmo resolve as equações diferenciais por meio

da integração, no tempo de missão, e chama a interface funcional da Cadeia de Markov

para recalcular a taxa de falha Weibull em cada instante de tempo. Segundo os autores,

o sistema de equações pode ter solução difícil uma vez que os coe�cientes da matriz de

transição podem variar dentro de uma grande faixa de valores em distribuições Weibull

com parâmetros de forma β muito menores que a unidade.

Dugan, Sullivan e Coppit (1999) apresentam um programa computacional capaz de

analisar Árvores de Falha Dinâmicas e dividí-las em módulos, a �m de que sejam resolvidos

separadamente por meio de técnicas apropriadas a cada módulo. Segundo eles, modelos de

Markov de sistemas complexos, incluindo coverage, podem alcançar tamanhos intratáveis,

ao passo que as Árvores de Falha Dinâmicas (AFD) são representações compactas que

muitas vezes podem ser convertidas automaticamente em modelos de Markov. Os autores

acreditam apresentar a semântica das AFD de forma precisa e razoavelmente completa
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baseada em predicados lógicos e teoria dos conjuntos.

Redes Bayesianas (RB), segundo Neapolitan (2004), são estruturas grá�cas para

representação de relações de probabilidades para um grande número de variáveis e para

realizar inferência probabilística entre tais variáveis. As RB têm sido usadas para análise

de con�abilidade especialmente em sistemas em que a dependabilidade é observada.

Para Marques e Dutra (2007), uma Rede Bayesiana é uma representação compacta

de uma tabela de conjunção de probabilidades do universo do problema. Do ponto de

vista de um especialista, Redes Bayesianas constituem um modelo grá�co que representa

de forma simples as relações de causalidade das variáveis de um sistema.

Segundo esses autores, atualmente, estudos em inteligência arti�cial podem ser di-

vididos em duas áreas: o desenvolvimento de sistemas que agem como humanos e o

desenvolvimento de sistemas que agem racionalmente. Dentro do contexto dos sistemas

que agem racionalmente, duas abordagens principais podem ser utilizadas: raciocínio ló-

gico e raciocínio probabilístico. O raciocínio lógico pondera sobre o conhecimento prévio

a respeito do problema e desta base de conhecimento retira suas conclusões. Esta abor-

dagem pode não ser útil em situações onde não se conhece previamente todo o escopo do

problema. Nestes casos, o raciocínio probabilístico surge como uma boa opção.

Segundo Marques e Dutra (2007), para que um sistema possa atuar adequadamente

em situações de incerteza, este deve ser capaz de atribuir níveis de con�abilidade para

todas as sentenças em sua base de conhecimento e ainda estabelecer relações entre as

sentenças. Redes Bayesianas oferecem uma abordagem para o raciocínio probabilístico

que engloba teoria de grafos, para o estabelecimento das relações entre sentenças, e ainda

teoria de probabilidades, para a atribuição de níveis de con�abilidade.

Para Bobbio et al. (2001), as Redes Bayesianas (RB) fornecem um método proba-

bilístico robusto para raciocínio sobre incerteza. As RB foram aplicadas com sucesso em

uma variedade de tarefas no mundo real, mas têm recebido pouca atenção na área da

dependabilidade. Bobbio et al. (2001) exploram as capacidades do formalismo de RB em

analisar sistemas com dependência. Para tal comparam RB com Árvores de Falha. Ainda

mostram que qualquer árvore de falha pode ser convertida diretamente em uma RB e as

técnicas básicas de inferência de uma RB podem ser usadas para obter os parâmetros clás-

sicos de uma Árvore de Falha. Além disso, vários pressupostos restritivos em uma Árvore

de Falha podem ser removidos e vários tipos de dependências podem ser acomodados. O

artigo ainda compara as duas metodologias por meio de um exemplo.

Ainda segundo Bobbio et al. (2001), as RB têm se tornado um formalismo larga-

mente usado, pois representam o conhecimento de incerteza em sistemas probabilísticos e
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têm sido aplicadas a vários problemas do mundo real. RB são de�nidas como diagrama

acíclico direcionado (grafo) em que variáveis aleatórias discretas são associadas a cada

nó junto com as informações de dependência condicional dos nós pais. Os nós que não

possuem pais são chamados de raízes e têm associados valores de probabilidade iniciais. A

principal característica de uma RB é a possibilidade de especi�car diretamente as causas

que in�uenciam um dado efeito por meio da inclusão de dependências condicionais locais

no modelo.

Para Bobbio et al. (2001), RB são mais adequadas que Árvores de Falha para repre-

sentar dependências complexas entre componentes e para incluir incerteza na modelagem.

Embora o uso de RB pareça promissor em diferentes níveis de análise de dependabilidade

de Sistemas Eletrônicos Programáveis, as RB não fornecem um mecanismo direto para

representação de dependências temporais, as quais são bem implementadas em técnicas

amplamente difundidas para análise de dependabilidade como, por exemplo, Cadeias de

Markov e Redes Estocásticas de Petri.

As Redes Bayesianas também permitem realizar otimização de manutenção. Lang-

seth (2002) apresenta um modelo de con�abilidade para componentes que estão sujeitos

a vários mecanismos de falha e que nem sempre têm um reparo perfeito. As análises são

realizadas para otimizar o regime de manutenção. O modelo é representado por uma RB

e foram utilizadas relações de independência condicional codi�cadas na estrutura da rede

e nos cálculos geradores de estimativas de parâmetros.

Para Santos (2005), a relação de causa e efeito numa Rede Bayesiana, ou seja,

relação de dependência condicional entre as variáveis, é de�nida por meio de funções

de densidade de probabilidades condicionais, se as variáveis associadas aos nós forem

contínuas. Caso as variáveis sejam discretas, as possíveis combinações de valores entre os

nós pais são apresentadas por uma tabela de probabilidade condicional. Tal combinação

é chamada de instanciação dos conjuntos dos pais. Santos (2005) também descreve passos

de conversão de uma Árvore de Falhas para uma Rede Bayesiana.

Segundo Barros Júnior (2006), para estruturar as tabelas de probabilidade condicio-

nal é necessário evidenciar todas as combinações possíveis entre os valores de cada nó �lho

e seus pais, para daí estimar-se a probabilidade de ocorrência dessas combinações, quer

pela opinião de especialistas, quer de forma frequentista utilizando uma base de dados.

Para Moura (2006), os processos Markovianos são um dos processos estocásticos mais

importantes para modelagem de sistemas dinâmicos. Em Engenharia de Con�abilidade, os

processos de Markov são utilizados basicamente quando modelos como Árvore de Falhas,

árvore de eventos ou diagrama de blocos são insu�cientes para representar funcionalmente

um sistema complicado. Segundo Gelman et al. (2004, p. 286), Cadeias de Markov



14 Capítulo: 2 Fundamentos de confiabilidade

são uma sequência de variáveis aleatórias θ1, θ2, . . ., para as quais, para qualquer t, a

distribuição de θt, conhecidos todos os prévios θ′s, dependem apenas do mais recente

valor θt−1.

Segundo Montani et al. (2006) e Bobbio et al. (2008), Árvores de Falha Dinâmicas

(AFD) são uma recente extensão de Árvores de Falha capazes de tratar diversos tipos de

dependência. As AFDs introduzem quatro portas novas: WSP (warm spare), capaz de

representar componentes primários e em stand-by, podendo este último estar comparti-

lhado com outros sistemas; SEQ (sequence enforcing), que representa a situação em que

as falhas podem ocorrer em componentes única e exclusivamente em uma ordem espe-

cí�ca; FDEP (functional dependence), que representa o arranjo onde um evento gatilho

causa, em outro componente, o estado inacessível (falho), estando este último com ou

sem condições de uso (operacional ou não); e PAND (priority and), que resulta no estado

falho se e somente se todas as suas entradas falham em uma ordem predeterminada.

Para Montani et al. (2006), a análise quantitativa de uma Árvore de Falha Dinâmica

requer a expansão do modelo em seu estado de espaço e a solução da Cadeia de Markov

de Tempo Contínuo (CMTC). Por meio de um processo de modularização é possível

identi�car as subárvores de falha com portões dinâmicos e usar um modelo de Markov

diferente, muito menor que um modelo da Árvore de Falha inteira, para cada uma das

subárvores. Mesmo assim ainda existe o problema da explosão de estados. Para diminuir

esta limitação os autores propõem a conversão de uma Árvore de Falha Dinâmica em

Rede Bayesiana Dinâmica (RBD). Uma RBD é um modelo de tempo discreto no qual

o sistema é representado em vários intervalos de tempo e as dependências condicionais

entre as variáveis nos instantes de tempo são introduzidas a �m de capturar a evolução

temporal. Quando o pressuposto de Markov é válido, o instante de tempo futuro t + ∆t

é condicionalmente independente dos anteriores, dado que o instante atual é t. Assim

consegue-se representar dois instantes consecutivos de tempo numa rede.

Para O'Hagan (2006), nos últimos 5 a 10 anos, uma variedade de ferramentas foram

desenvolvidas usando estatística Bayesiana para resolver muitos problemas enfrentados

pelos desenvolvedores e usuários de modelos de processos complicados. Estes métodos

podem ser vistos como desenvolvimento de trabalhos em Projeto e Análise de Experimen-

tos Computacionais (PAEC) na década de 1980, que introduziu a idéia fundamental da

construção de um emulador estatístico de um modelo de simulação. O autor a�rma que,

embora boa parte do PAEC seja a rigor não Bayesiana, é possível reconhecer claramente

uma interpretação Bayesiana e alguns momentos são explicitamente métodos Bayesianos.

Para Pérez, Martín e Rufo (2006), o advento do método de Cadeia de Markov-

Monte Carlo (CMMC) para simular distribuição a posteriori contribuiu para a prática
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da estatística Bayesiana, mas infelizmente a análise de sensibilidade em métodos CMMC

é uma difícil tarefa. Os autores propuseram um método de estimação de sensibilidade

local e paramétrico para modelos Bayesianos. A medida de sensibilidade é feita por um

vetor gradiente de uma quantidade a posteriori relacionada ao parâmetro. As simulações

CMMC usadas para estimar valores a posteriori podem ser reutilizadas para estimar as

medidas de sensibilidade e seus erros evitando a necessidade de mais amostragem.

Segundo esses autores, a metodologia Bayesiana se tornou mais utilizada devido à

introdução de métodos CMMC. A implementação desta técnica baseada em simulação

permitiu obter soluções numéricas de problemas baseados em modelos realmente compli-

cados. Este fato produziu um aumento no número de artigos teóricos, que foram seguidos

por trabalhos aplicados em um grande número de áreas do conhecimento, e algumas vezes

as CMMC são a única alternativa computacionalmente e�ciente.

Após realizar toda a análise de con�abilidade por AF ou RB, pode-se encontrar uma

medida de con�abilidade de um sistema complexo com muitos componentes e dependên-

cias. Entretanto, este valor não pode ser tomado como exato e sim um valor em torno do

qual oscila a verdadeira medida de con�abilidade do sistema.

Para Filho (2006) é difícil a determinação de um valor apropriado quando são con-

siderados valores dos dados de falhas e reparos associados a uma Árvore de Falhas. A

seleção realística dos dados de falha e reparo para um componente particular ou evento

básico da árvore de falha depende principalmente da experiência passada dos operadores e

o uso de outros julgamentos. O autor acredita que, a menos que possam ser adotados va-

lores realísticos de probabilidade (como taxas de falha) com algum grau de con�ança para

os eventos básicos, o resultado do evento topo não poderá representar algo de particular

signi�cância.

Ainda segundo Filho (2006), o uso de intervalos de probabilidades para os eventos

básicos produzem indicações mais realísticas para os resultados do evento topo. Isto

deverá permitir a obtenção de melhores resultados de tomada de decisão em áreas de

gerenciamento de risco e de con�abilidade

Para Bobbio et al. (2008), Redes Bayesianas Dinâmicas (RBD) estendem o for-

malismo de Redes Bayesianas pelo fornecimento explícito de uma dimensão temporal

discreta. As RBD representam a distribuição de probabilidade nos possíveis desdobra-

mentos de um processo invariante ao tempo. A vantagem das RBD quanto a modelos

probabilísticos temporais como Cadeias de Markov é que RBD é um modelo de transi-

ção estocástico fatorado no número de variáveis aleatórias e no conjunto de dependências

condicionais de�nido.
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Ainda para os autores, as Redes Bayesianas Dinâmicas possuem funcionalidade si-

milar às Árvores de Falha Dinâmicas sendo possível converter um problema tratado por

um método em outro.

2.3 Distribuição de Weibull aplicada à con�abilidade

Segundo Ramakumar (1993), con�abilidade de sistema é a probabilidade de o sis-

tema funcionar, cumprindo a função para a qual foi projetado, dentro de um intervalo

especí�co de tempo e sob condições preestabelecidas. As condições preestabelecidas para

o funcionamento do sistema se referem a aspectos ambientais como umidade, temperatura,

exposição à poeira, etc.

Diz-se que o sistema deixou de cumprir sua função quando este falha. Um sistema

pode falhar de forma completa ou parcial. Por exemplo, um motor pode funcionar ainda

que superaquecido. Neste caso, cabe especi�car ou não o superaquecimento como uma das

maneiras de falhar. A maneira como um equipamento ou componente falha é chamada

modo de falha. Cada tipo de equipamento ou componente possui os seus modos de falha e

um mesmo equipamento ou componente pode apresentar vários modos de falha. Pneu de

aeronave, por exemplo, pode falhar devido a um corte ou devido ao desgaste de sua banda

de rodagem, constituindo assim dois modos de falha distintos (consulte Assis (1999) para

maiores detalhes).

A unidade de tempo considerada depende do sistema em análise. O tempo pode ser

medido cronologicamente em minutos, horas, dias, anos e em ciclos de funcionamento. A

con�abilidade é expressa em função do tempo e pode ser interpretada como a proporção da

população de equipamentos ou sistemas que sobrevive, ou seja, funciona além de um tempo

especi�cado. O valor numérico desta proporção pode ser entendido como a probabilidade

de que um indivíduo da população funcione além de um valor de tempo determinado.

Existem métodos matemáticos capazes de inferir sobre os valores destas probabilidades e

a maioria destes métodos requer ajuda computacional para processar dados amostrais.

Algumas teorias foram desenvolvidas para explicar o fenômeno da falha de forma

geral e alguns modelos foram criados usando as distribuições exponencial, lognormal e

Weibull. Esta última se destaca por ser a mais �exível. A seguir, o texto explora alguns

estudos nesse sentido.

Para Weibull (1939), a ruptura dos materiais é determinada pelas tensões internas

em um ponto, assumindo que, por meio de uma combinação adequada das três principais

tensões ou cortantes, um valor característico para o material em questão pode ser calcu-

lado. Este valor é considerado como de�nitivamente decisivo no julgamento se a ruptura
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foi alcançada ou não.

Ainda para Weibull (1939), medidas experimentais conduzem a resultados que di�-

cilmente estarão de acordo com esta teoria. Entretanto, considerando as leis elementares

da probabilidade como ponto de partida, uma teoria pode ser desenvolvida com uma

formulação de acordo com os resultados considerados inconsistentes com a teoria clássica.

Weibull (1939) assume que para um material existem vários pontos de fraqueza

em um determinado volume. Se todos os pontos de fraqueza são de natureza tal que

provocam a ruptura no instante em que falham dentro de um volume sujeito a um esforço

σ e, supondo ainda que existam n destes pontos de fraqueza na unidade de volume e que

o esforço σ é concentrado dentro de um pequeno volume dv, então a probabilidade de

ruptura será dS = n dv. Se, ao invés disto considerarmos p elementos de volume dv, a

probabilidade de ruptura S é:

S = 1− (1− ds)p , (2.3.1)

ou seja,

S = 1− (1− n dv)p , (2.3.2)

O volume total sujeito ao esforço é

p dv = v (2.3.3)

e

S = 1−
(

1− n v

p

)p
. (2.3.4)

Ainda segundo Weibull (1939), fazendo p aumentar in�nitamente enquanto dv di-

minui na proporção necessária para que v permaneça constante obtém-se:

S = 1− lim
p
n v
→∞

(
1− n v

p

) p
n v
n v

= 1− exp (−n v) . (2.3.5)

Observa-se que se n.v = 1, isto é, o volume sujeito ao esforço é igual ao volume

médio ocupado por cada local de fraqueza, então a probabilidade de ruptura é de apenas
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63%.

Em Weibull (1951), a expressão

P (X ≤ x) = F (x) = 1− exp [−ϕ (x)] , (2.3.6)

onde ϕ (x) é uma função positiva, não decrescente e se reduz a zero para x = xu, é citada

como uma forma de representar qualquer função de distribuição acumulada. A forma

mais simples de satisfazer estas condições é:

F (x) = 1− exp

[
−
(
x− xu
xo

)m]
, (2.3.7)

onde xu é a raiz de F (x), x0 é um parâmetro de escala.

No mesmo artigo são apresentados alguns exemplos de aplicação da Equação 2.3.7,

dentre os quais:

a) elasticidade de aço;

b) distribuição da dimensão de cinzas;

c) resistência da �bra de algodão indiano;

d) fadiga do aço.

A distribuição Weibull pode ter a sua função densidade representada por:

f(t) =
β.(t− δ)β−1

θβ
exp

[
−
(
t− δ
θ

)β]
(t ≥ δ) , (2.3.8)

onde β é o parâmetro de forma, θ é o parâmetro de escala, δ é o parâmetro de localização

e t é o tempo de vida.

Inúmeros trabalhos sobre a distribuição Weibull foram apresentados em diversas

áreas do conhecimento. A Tabela 2.1 a seguir mostra alguns exemplos de aplicação.
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Tabela 2.1: Aplicações da distribuição Weibull

Aplicação Referência

Alturas de ondas Channel Henderson e
Weber (1978)

Brilho termoluminescente Pagonis et al. (2001)
Con�ito de tráfego em junção de via de trânsito rápido Chin et al. (1991)
Corrosão perfurante em tubo Sheikh et al. (1990)
Crescimento de con�abilidade de programas computacionais Yamada et al. (1993)
Danos em materiais laminados Kwon e Berner (1994)
Desgaste adesivo de metais Quereshi e Sheikh (1997)
Distribuição da velocidade do vento Seguro e Lambert (2000),

Lun e Lam (2000)
Falha de revestimentos Almeida (1999)
Falha em materiais em �bras de carbono Durham e Padgett (1997),

Padgett et al. (1995)
Falhas em rolamentos Lieblein e Zelen (1956)
Falhas latentes de produtos eletrônicos Yang et al. (1995)
Finos do carvão Rosen e Rammler (1933)
Flutuações de temperatura Talkner et al. (2000)
Fratura em concreto Xu e Barr (1995)
Frequência de enchentes Heo et al. (2001)
Granulometria Fang et al. (1993)
Material duro e quebradiço Fok et al. (2001)
Precipitação no noroeste do Pací�co Duan et al. (1998)
Previsão de mudanças tecnológicas Sharif e Islam (1980)
Resistência de �bras de cascas de coco Kulkarni et al. (1973)
Resistência de vidro Keshvan et al. (1980)
Rupturas dielétricas por tensão Nossier et al. (1980), Mu et

al. (2000), Wang et al.
(1997)

Tamanho da gota de chuva Jiang et al. (1997)
Tamanho de fragmentos de rochas Rad e Olson (1974)
Tamanho de gotas em sprays Fraser e Eisenklam (1956)
Tamanho de icebergs Antárticos Neshyba (1980)
Tempo de morte após a exposição a agentes cancerígenos Pike (1966), Peto e Lee

(1973)
Terremotos Huillet e Raynaud (1999)
Variação de carga em voo de helicóptero Boorla e Rotenberger

(1997)

Fonte : Murthy, Xie e Jiang (2004, p. 13).

Com foco em manutenção, Fleming e Assis (1999) utilizaram esta distribuição para

analisar dados de falha provenientes de uma frota de aeronaves EMB-120 e descrever o

desgaste dos pneus segundo a sua utilização em termos de horas de vôo e número de
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pousos.

Dada a sua larga aplicabilidade e relativa simplicidade, a distribuição Weibull foi

enormemente difundida na engenharia. Barringer (2004) considera grá�cos de crescimento

de con�abilidade, conhecidos como Crow-AMSAA, e grá�cos de probabilidade de Weibull

como ferramentas analíticas mínimas necessárias para qualquer engenheiro de con�abili-

dade e mostra exemplos de aplicação incluindo falhas em nave espacial da NASA.

Apesar do grande número de aplicações e da simplicidade de implementação, a dis-

tribuição Weibull apresenta a limitação de expressar apenas taxas de falha monótonas.

Para representar todo o ciclo de vida de componentes mecânicos por exemplo, são necessá-

rias três funções, uma para cada trecho de taxa de falha decrescente, constante e crescente

e assim perfazer toda a curva da banheira (ou formato de �U�). A mesma limitação ocorre

para sistemas cuja taxa de falha tem formato de �U� invertido ou unimodal.
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3 Análise da função taxa de falha pelo

modelo q-Weibull

3.1 Introdução

A generalização da distribuição Weibull por meio de um único parâmetro q é capaz

de modelar cinco tipos de taxa de falha: monótona decrescente, constante, monótona

crescente, unimodal e curva da banheira. O modelo q-Weibull tem inspiração na estatística

não-extensiva, usada para descrever sistemas complexos com interações de longo alcance

e/ou memória de longa duração1. A distribuição q-Weibull tem 4 parâmetros e se torna

a Weibull usual no limite q → 1, e também a distribuição Burr XII (para um conjunto de

valores especí�cos, vide Equação 3.2.2). A q-Weibull representa a uni�cação de modelos

usualmente encontrados em análise de con�abilidade. O uso de uma escala adequada para

a taxa de falha adimensional reduz suas curvas a um modelo de um parâmetro. Parte do

conteúdo deste capítulo foi publicada em Assis, Borges e Melo (2013).

A análise de con�abilidade usa frequentemente a distribuição Weibull que é um

modelo empírico simples e poderoso. Para mais detalhes ver Weibull (1951). A função

densidade de probabilidade (fdp) no tempo t, onde t < T e T é o tempo até a falha, é

dada por:

f(t) =
β

η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

exp

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
, (3.1.1)

onde β > 0, η > t0, t ≥ t0 e
´∞

0
f(x)dx = 1. A distribuição exponencial é um caso

particular da Equação 3.1.1 quando β = 1.

Várias generalizações do modelo Weibull foram propostas: transformações linear e

não linear do tempo, a utilização de múltiplas distribuições, parâmetros em função do

tempo e modelos estocásticos dentre outros. Em Murthy, Xie e Jiang (2004) há várias

destas propostas de modelos.

1Também ocorre a quebra de ergodicidade. Esta é a hipótese central da mecânica estatística, que diz que
a média temporal é igual à média de ensembles (conjuntos). Para sistemas simples, a repetição de um
experimento muitas vezes, ou a execução de muitos experimentos similares uma única vez produzem
o mesmo resultado. Em sistemas complexos, isto pode não ocorrer.
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Conforme visto em Pham e Lai (2007) e Nadarajah e Kotz (2005) não há clareza

quanto à originalidade das funções densidade de probabilidade usadas em con�abilidade.

Segundo Berberan-Santos, Bodunov e Valeur (2008), o uso da exponencial esticada2 tem

registro anterior ao artigo de Weibull (1951) em um trabalho de Kohlrausch descrevendo

a descarga de capacitor.

Quase todas as propostas de generalização do modelo de Weibull têm estrutura

exponencial, seja simplesmente exponencial, exponenciais aninhadas3 ou exponenciais de

várias funções.

As funções exponenciais são usualmente encontradas em sistemas com interação

fraca ou sem interação.

Sistemas complexos usualmente apresentam interações espaciais de longo alcance,

ou memória de longa duração, ou efeitos de cooperação/competição, como pode ser visto

em Bak (1997). Para sistemas complexos, as distribuições estatísticas são geralmente leis

de potência, ao passo que para sistemas simples ocorrem leis exponenciais.

Falhas de componentes podem ter causas múltiplas e também causas de interação

que podem ser recentes ou não, algumas destas agindo em cooperação ou em con�ito com

outras, por isso é esperado que um sistema de comportamento complexo apareça. Desta

forma, podem surgir distribuições em lei de potência, que não seriam adequadamente

descritas por um modelo baseado na função exponencial.

A mecânica estatística de sistemas simples tem uma estrutura bem estabelecida

por meio das distribuições de probabilidade exponenciais como, por exemplo, peso de

Boltzmann e a distribuição de Maxwellian. Estas distribuições exponenciais são derivadas

da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS). A base teórica da descrição estatística

de sistemas complexos ainda é objeto de pesquisa, entretanto existem muitas evidencias

que apontam na direção da mecânica estatística não extensiva.

A de�nição da entropia por Tsallis (1988), que é a generalização da entropia BGS por

meio do índice entrópico q, introduziu a possibilidade de estender a mecânica estatística

para sistemas complexos de forma natural e coerente. Esta evolução ultrapassou os limites

da física e proporcionou aplicações em outras áreas do conhecimento como, por exemplo,

matemática aplicada.

A função q-exponencial aparece naturalmente no contexto de não extensividade e é

de�nida por Tsallis (1994b):

2A distribuição Weibull também pode ser chamada de exponencial esticada.
3São exponenciais em cascata como por exemplo exp [− exp (x)].
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expq(x) =

{
[1 + (1− q)x]

1
1−q , se [1 + (1− q)x] > 0

0, em outro caso,
(3.1.2)

com x, q ∈ R. A q-exponencial se reduz a função exponencial no limite q → 1. Desta

forma exp1 x = expx e a Equação 3.1.2 é uma generalização da exponencial.

Para valores grandes de x e q > 1, a q-exponencial é assintoticamente uma lei de

potência e apresenta cauda esticada, pois expq(−x) ∼ 1/xn, com n = 1/(q − 1). A q-

exponencial passa continuamente do comportamento em lei de potência (assintoticamente

para q > 1) para um comportamento exponencial (com q = 1).

A q-exponencial tem sido utilizada em diferentes contextos da matemática pura e

aplicada, como, por exemplo, em funções deformadas em Borges (1998), generalização

de estruturas algébricas por Borges (2004b) e Cardoso et al. (2008), teoria dos números

em Lobão et al. (2009), a generalização da transformada de Fourier em Umarov e Tsallis

(2008), Jauregui, Tsallis e Curado (2011), Jauregui e Tsallis (2011), a generalização do

teorema central do limite por Moyano, Tsallis e Gell-Mann (2006), Umarov, Tsallis e

Steinberg (2008) e a representação do delta de Dirac em Jauregui e Tsallis (2010).

A função q-logaritmo é a inversa da q-exponencial, e é de�nida como (veja Tsallis

(1994b), Borges (1998)):

lnq x =
x1−q − 1

1− q
(x > 0, q 6= 1), (3.1.3)

com x, q ∈ R. A função q-logaritmo se reduz à função logaritmo no limite q → 1. As

funções ainda satisfazem lnq 1 = 0 e expq 0 = 1 ,∀ q. Outras propriedades destas q-funções
podem ser encontradas em Tsallis (2009).

A distribuição q-Gaussiana vista em Tsallis et al. (1995), Tsallis et al. (1996) e Prato

e Tsallis (1999) generaliza a Gaussiana (com q = 1) e também a distribuição de Cauchy-

Lorentz (com q = 2). O teorema do limite central foi generalizado por Umarov, Tsallis e

Steinberg (2008). Para uma leitura mais aprofundada, Tsallis (2009) é um livro recente e

abrangente sobre a estatística não-extensiva com os fundamentos e aplicações em física,

biologia, sistemas sociais e arti�ciais. Em Tsallis (2013) há uma bibliogra�a em constante

atualização.

Para a aplicação da estatística não-extensiva na distribuição Weibull, o caminho na-

tural é sua generalização com a q-exponencial feita em Picoli, Mendes e Malacarne (2003)

com aplicações na distribuição de frequências para diferentes sistemas. A primeira utili-
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zação da distribuição q-Weibull em análise de con�abilidade parece ter sido apresentado

em Costa et al. (2006), onde a distribuição foi usada para modelar o tempo até falhar por

ruptura dielétrica de óxidos ultra�nos em dispositivos eletrônicos.

Esta seção tem o objetivo de introduzir o modelo para taxa de falha e analisar as suas

principais propriedades. A distribuição q-Weibull reproduz vários tipos de comportamento

de taxa de falha: monótona decrescente, constante, monótona crescente, unimodal e em

formato da curva da banheira, sempre com quatro parâmetros. A seção 3.2 introduz o

modelo, a seção 3.3 mostra algumas de suas características e a seção 3.4 apresenta algumas

conclusões.

3.2 Taxa de falha da distribuição q-Weibull

O modelo q-Weibull é obtido a partir do modelo Weibull (Equação 3.1.1) por meio

da substituição da função exponencial pela q-exponencial. Em Costa et al. (2006) são

mostrados mais detalhes sobre esta substituição. Ainda na Equação 3.1.1, t0 é o parâmetro

de localização ou vida mínima, ou seja, é um valor de tempo abaixo do qual não são

previstas falhas. Desta forma a função densidade de probabilidade da q-Weibull é de�nida

por:

fq(t) = (2− q) β

η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
. (3.2.1)

O fator (2 − q) e a restrição q < 2 são necessários para garantir a normalização de

fq(t). Fazendo o limite q → 1, a função densidade de probabilidade q-Weibull torna-se a

Weibull e pode ser escrita, daqui em diante, como f1(t). O valor η− t0 é conhecido como
θ, o parâmetro de escala da distribuição.

A q-Weibull é também uma generalização da distribuição Burr XII, descrita em Burr

(1942),

f(t) = ck
tc−1

sc

[
1 +

(
t

s

)c ]−k−1

(k > 0, c > 0, s > 0), (3.2.2)

se os parâmetros da q-Weibull forem tomados como β = c, η = s/(k + 1)1/c, q = (k +

2)/(k+1) > 1 e t0 = 0. É válido ressaltar que a q-Weibull é uma generalização de Burr XII

e não o contrário, como a�rmado por Nadarajah e Kotz (2006), uma vez que a Equação

3.2.2 pressupõe q > 1 enquanto que a Equação 3.2.1 também está de�nida para q ≤ 1.

A função con�abilidade da q-Weibull é de�nida por:
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Rq(t) =

ˆ ∞
t

fq(t
′)dt′

=

[
1− (1− q)

(
t− t0
η − t0

)β] 2−q
1−q

+

=

[
expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]]2−q

,

(3.2.3)

onde foi usada a propriedade da q-exponencial:

ˆ
expq(ax) dx =

1

(2− q)a
[expq(ax)]2−q. (3.2.4)

Note que (expq x)a 6= expq(ax) para q 6= 1, entretanto

(expq x)a = exp1−(1−q)/a(ax) ∀q. (3.2.5)

Logo, a Equação 3.2.3 pode ser reescrita como:

Rq(t) = expq′

[
−(2− q)

(
t− t0
η − t0

)β]
, (3.2.6)

onde q′ = 1/(2 − q). Mais propriedades da q-exponencial podem ser encontradas em

Yamano (2002).

A função acumulada Fq(t) é o complemento da função con�abilidade e é de�nida

por:

Fq(t) = 1−Rq(t). (3.2.7)

A função taxa de falha é:

hq(t) ≡
fq(t)

Rq(t)
, (3.2.8)

e �ca escrita como:



26 Capítulo: 3 Análise da função taxa de falha pelo modelo q-Weibull

hq(t) =
(2− q)β
η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1
[

1− (1− q)
(
t− t0
η − t0

)β]−1

+

=
(2− q)β
η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1
[

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]]q−1

,

(3.2.9)

Tomando-se o limite q → 1, resulta na taxa de falha da Weibull:

h1(t) =
β

η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

. (3.2.10)

Comparando a Equação 3.2.9 com a Equação 3.2.10, nota-se a diferença dos compor-

tamentos entre a q-Weibull e a Weibull. A integral de uma função exponencial é uma

exponencial multiplicada por uma constante; estas se cancelam na Equação 3.2.8, en-

quanto, devido à propriedade descrita pela Equação 3.2.4, não ocorre cancelamento de

q-exponenciais.

A Equação 3.2.9 é capaz de representar quatro diferentes tipos de comportamento

a depender dos valores dos parâmetros. hq(t) é monótona decrescente para 1 ≤ q < 2

e 0 < β < 1, é monótona crescente para q ≤ 1 e β > 1, unimodal para 1 < q < 2 e

β > 1 e tem formato de curva da banheira (bathtub curve ou u-shaped curve) para q < 1

e 0 < β < 1. É claro que a função também reproduz a taxa de falha constante para q = 1

e β = 1. A Figura 3.2.1 mostra estas possibilidades.
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t
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1,5

h q(t
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Unimodal
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Decrescente

Figura 3.2.1: Quatro diferentes tipos de comportamento da função taxa de falha.

Os valores dos parâmetros foram escolhidos para uma boa visualização das curvas

na mesma �gura . Os quatro tipos são:

a) monótona decrescente: q = 1,5, β = 0,5, η = 1 e t0 = 0;
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b) monótona crescente: q = 0,5, β = 2, η = 7,071 (calculado pela Equação 3.2.11 com

tmax = 10) e t0 = 0;

c) unimodal: q = 1,5, β = 2, η = 1 e t0 = 0;

d) curva da banheira: q = 0,5, β = 0,5, η = 2,5 (calculado pela Equação 3.2.11 com

tmax = 10) e t0 = 0.

Para q < 1 a Equação 3.2.9 apresenta uma divergência no máximo valor permitido de

tempo (�nal do tempo de vida) em

tmax = t0 + (η − t0) (1− q)−1/β . (3.2.11)

A derivada temporal da taxa de falha é dada por

h′q(t) = (2−q)β(β−1)

(η−t0)2

(
t−t0
η−t0

)β−2

×[
1−( 1−q

1−β )
(
t−t0
η−t0

)β]
[
1−(1−q)

(
t−t0
η−t0

)β]2
+

. (3.2.12)

Um tempo máximo �nito corresponde à relaxação da restrição usualmente imposta

para função taxa de falha acumulada

Hq(t) =

ˆ t

0

hq(t) dt, (3.2.13)

conforme Pham e Lai (2007). Espera-se normalmente que H1 → ∞ em t → ∞, mas de

acordo com o modelo q-Weibull lim
t → tmax

Hq < 1(t) =∞ e lim
q → 1 −

tmax =∞.

Para o tipo unimodal (1 < q < 2 e β > 1) e também para o tipo curva da banheira

(q < 1 e 0 < β < 1), a raiz da Equação 3.2.12 é

t∗ = t0 + (η − t0)

(
1− β
1− q

)1/β

, (3.2.14)

que corresponde ao extremo, máximo para unimodal e mínimo para curva da banheira

hq(t
∗) =

2− q
η − t0

(
1− β
1− q

)(β−1)/β

. (3.2.15)

A Figura 3.2.2 ilustra a mudança de sinal da derivada da taxa de falha.
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Figura 3.2.2: Derivadas temporais da taxa de falha da distribuição q-Weibull.

Observe que as curvas hq′(t) são traçadas com a Equação 3.2.12, fazendo q = 0,5,

β = 0,5, η = 2,5 e t0 = 0 (curva da banheira ou em formato de �U�) e q = 1,5, β = 2,

η = 1 e t0 = 0 (curva unimodal). Os parâmetros são os mesmos mostrados na Figura

3.2.1. A mudança do sinal de hq′(t) é a responsável pela descrição completa da curva da

banheira.

A derivada temporal da taxa de falha Weibull (q = 1) é uma lei de potência monó-

tona

h′1(t) =
β(β − 1)

(η − t0)2

(
t− t0
η − t0

)β−2

. (3.2.16)

A Equação 3.2.16 é incapaz de representar a curva da banheira completa. h
′
1(t) < 0 para

0 < β < 1 e esta situação descreve apenas a fase de amaciamento. A fase de desgaste

ocorre para h
′
1(t) > 0, que na Weibull usual ocorre com β > 1. A descrição da fase de

falha aleatória durante a vida útil ocorre com β = 1. A função taxa de falha dada pela

q-Weibull reproduz a curva da banheira completa por meio de uma função contínua, com

o mesmo conjunto de parâmetros e sem a necessidade de introduzir hipóteses ad hoc.

3.3 Comportamento da função densidade de probabili-

dade q-Weibull

Nesta seção são mostrados os momentos da distribuição q-Weibull, a análise da

in�uência dos parâmetros e duas formas adimensionais da distribuição. O parâmetro t0
da distribuição q-Weibull, tem o papel de ajustar melhor o modelo para tempos iniciais. A

vida mínima t0 é o valor de tempo mínimo em que uma falha pode ocorrer. Este parâmetro
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tem a mesma interpretação na distribuição Weibull e estará presente nas formulações a

seguir embora seja considerado nulo nos exemplos numéricos, sem perda da generalização

adotada.

3.3.1 Momentos da distribuição q-Weibull

Para calcular os momentos em torno de zero, µ′n =
´∞

0
tnfq(t) dt, da Equação 3.2.1,

são considerados separadamente os casos q > 1 e q < 1 (vide seções A.3 e A.4 para detalhes

das deduções). Para o caso q < 1 considere a representação integral da q-exponencial

apresentada por Lenzi, Mendes e Rajagopal (1999):

expq(−x) =
1

2π
Γ

(
2− q
1− q

)ˆ +∞

−∞

e1+iu

(1 + iu)
2−q
1−q

e−(1−q)(1+iu)xdu, (3.3.1)

proveniente da mudança de variáveis da equação 8315.2 de Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey

(1994) e para o caso q > 1 a q-exponencial pode ser representada segundo Tsallis (1994a),

também em Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey (1994), equações 8.310 1 e 8.312 2 por

expq(−x) =
1

Γ
(

1
q−1

) ˆ ∞
0

u
1
q−1
−1 e−u e−(q−1)xu du (q > 1, x > 0). (3.3.2)

Os cálculos resultam para q < 1 em

µ′n = ηnΓ

(
1 +

n

β

) Γ
(

3−2q
1−q

)
(1− q)n/βΓ

(
3−2q
1−q + n

β

) , t0 = 0, (3.3.3)

e

µ′n =
n∑
j=0


(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
×

Γ( 3−2q
1−q )

(1−q)
j
β Γ( 3−2q

1−q + j
β )

 , t0 6= 0, (3.3.4)

e para q > 1 em

µ′n = ηnΓ

(
1 +

n

β

) Γ
(

2−q
q−1
− n

β

)
(q − 1)n/βΓ

(
2−q
q−1

) , t0 = 0, (3.3.5)
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e

µ′n =
n∑
j=0


(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
×

Γ( 2−q
q−1
− j
β )

(q−1)
j
β Γ( 2−q

q−1)

 t0 6= 0, (3.3.6)

com 1 < q < qupper e qupper = 1 + β/(n + β). Note que, para q → 1, ambos os momentos

�cam µ′n = ηnΓ
(

1 + n
β

)
, t0 = 0 e µ′n =

n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)}
, t0 6= 0 que

são os momentos da Weibull. O limite superior qupper tem seu comportamento delimitado

por: limβ→0 qupper = 1, lim
β→∞

qupper = 2 e limn→∞ qupper = 1.

O último limite signi�ca que a distribuição q-Weibull não possui todos os momentos

para q > 1, embora todos os momentos estejam de�nidos para q < 1. Uma vez que q tem

o seu valor máximo limitado por qupper (função de n para β constante), a q-Weibull perde

os momentos mais altos, o que não se constitui num problema mas uma característica

da distribuição. Existem muitas distribuições que não possuem todos os momentos. A

Cauchy-Lorentz por exemplo não possui média, variância ou momentos mais altos. A

distribuição q-Weibull tem a normalização preservada para qualquer q < 2, ou seja, µ′0 = 1.

A Weibull usual possui todos os momentos, algo típico para distribuições com decaimento

exponencial.

Os momentos em torno da média, também conhecidos como momentos centrais, são

calculados usando a transformação binomial dos momentos em torno do zero

µn =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−kµ′k (µ′1)

n−k
, t0 = 0, (3.3.7)

e para t0 6= 0

µn =
n∑
j=0


(
n
j

)
(t0 − µ′1)n−j (η − t0)j ×

Γ
(

1 + j
β

)
Γ( 2−q

q−1
− j
β )

(q−1)
j
β Γ( 2−q

q−1)

 , 1 < q < 1 + β
β+n

, (3.3.8)

e

µn =
n∑
j=0


(
n
j

)
(t0 − µ′1)n−j (η − t0)j ×

Γ
(

1 + j
β

)
Γ( 3−2q

1−q )

(1−q)
j
β Γ( 3−2q

1−q + j
β )

 , q < 1. (3.3.9)
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A mediana da q-Weibull é

Md = t0 + (η − t0)

(
ln 1

2−q
0.5

q − 2

) 1
β

, (3.3.10)

e a moda é

Mo = t0 + (η − t0)

[
β − 1

β + (β − 1) (1− q)

] 1
β

, β > 1. (3.3.11)

3.3.2 In�uência do parâmetro η

Na distribuição Weibull, o parâmetro η é conhecido como vida característica e pode

ser interpretado, por meio da Equação 3.2.7, fazendo q = 1, como o valor de tempo

t = η para o qual se espera que 63,2% da população falhe. Para o modelo generalizado

(q 6= 1) o valor Fq(η) não é constante, mas depende de q conforme mostra a Figura

3.3.1. Nota-se que a condição de corte na de�nição da Equação 3.1.2 impõe zero para a

q-exponencial se 1−(1−q)
(
t−t0
η−t0

)β
≤ 0, assim, 100% de falha é alcançado em t = tmax =

t0 + (η − t0) (1− q)−
1
β .
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Figura 3.3.1: Falha acumulada para diferentes valores de q. .

Todas as curvas foram calculadas com β = 0,5, η = 1 e t0 = 0. A Weibull usual (q =

1) corresponde a F1(η) ≈ 0,632 (linha horizontal tracejada). Note que Fq>1(η) < F1(η)

e Fq<1(η) > F1(η). Devido à condição de corte na de�nição da q-exponencial, 100% das

falhas são alcançadas para um valor �nito de tempo se q < 1, diferentemente da Weibull

usual na qual F1(t) assintoticamente alcança 1 para t→∞. Particularmente tem-se F0(η)

= 1.
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É possível de�nir uma vida característica generalizada ηq para manter a interpreta-

ção estatística, isto é, Fq(ηq) = 1− e−1 ≈ 63,2%,∀q,∀β e da Equação 3.2.7 vem

ηq = t0 + (η − t0)
(
− lnq e

1
q−2

) 1
β
. (3.3.12)

Tomando a inversa da q-exponencial (Equação 3.1.2) que é o q-logaritmo ((3.1.3)),

detalhes em Tsallis (1994b) ,

lnq x ≡
x1−q − 1

1− q
, x > 0, (3.3.13)

e ln1 x = lnx e lnq(1/x) = −xq−1 lnq x, a Equação 3.3.12 é reescrita como

ηq = t0 + (η − t0)
(
e(2−q)(1−q) lnq e

2−q)1/β
. (3.3.14)

Os limites do comportamento de ηq são limq→−∞ ηq = t0, limq→1 ηq = η e limq→2 ηq =

∞,∀β.

3.3.3 Análise de tmax

A função taxa de falha q-Weibull com q < 1 e β < 1 apresenta um tempo máximo

de vida tmax (Equação 3.2.11) exibido pela Figura 3.3.2 como uma função de β para

diferentes valores de q. Se 0 < q < 1, tmax decresce com β, enquanto que se 0 < q < 1,

tmax aumenta com β. No limite superior β = 1 , tmax = t0 + (η − t0) / (1− q) e no limite
β → 0, tmax →∞ se 0 < q < 1 e tmax = t0 se q < 0.
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Figura 3.3.2: Tempo máximo de vida tmax com t0 = 0 (dividido por η, pois tmax se torna
proporcional a η) como função de β para diferentes valores de q < 1 (indi-
cados).

Valores mais altos de q não são mostrados apenas para melhor visualização. De

forma similar à Weibull usual que não apresenta tempo de vida máximo tem-se tmax →∞
para q → 1−. No limite q → −∞, tmax coincide com a abscissa (tmax → 0). Ocorre

convergência não uniforme para q = 0 a β = 0: limβ→0 limq→0(tmax/η) = 1, enquanto que

limq→0+ limβ→0(tmax/η) =∞ e limq→0− limβ→0(tmax/η) = 0 .

3.3.4 In�uência do parâmetro β

Uma vez que expq(0) = 1 ∀q, para pequenos valores de tempo (t � η) e t0 = 0,

a Equação 3.2.9 se torna hq(t) ≈ (2 − q)(β/η)(t/η)β−1. Assim o parâmetro β controla o

decaimento da lei de potência da fase de amaciamento para o tipo da curva da banheira

(inclinação no painel central da Figura 3.3.3).
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Figura 3.3.3: Efeito de β em hq(t).



34 Capítulo: 3 Análise da função taxa de falha pelo modelo q-Weibull

As curvas da banheira foram calculadas com q = 0,9, tmax = 100 e t0 = 0, assim

η = tmax(1 − q)1/β e η = 10−8 para β = 0,1 e η = 7,7426 para β = 0,9. A inclinação na

fase de amaciamento em escala log�log é β − 1.

Para β > 1 ocorre hq<1(0) = 0, e a função taxa de falha é monótona crescente. A

Figura 3.3.4 ilustra o comportamento da taxa de falha para q = 0,9 e diferentes valores

de β, mostrando o comando de β na lei de potência para pequenos valores de tempo.
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Figura 3.3.4: Taxa de falha da q-Weibull dada pela Equação 3.2.9, com q = 0,9.

O parâmetro η foi calculado pela Equação 3.2.11 de sorte que tmax = 100 e t0 = 0

para todas as curvas: η = 10; 14,68; 31,62 para β = 1; 1,2; 2 respectivamente. O detalhe

mostra as mesmas curvas em um grá�co log�log exibindo o comportamento da lei de

potência para pequenos valores de tempo (a inclinação da fase de amaciamento em escala

log�log é β − 1).

Para β > 1, hq>1(t) reproduz a curva unimodal de taxa de falha exempli�cada na

Figura 3.3.5 para q = 1,5.
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Figura 3.3.5: Taxa de falha da q-Weibull dada pela Equação 3.2.9, com q = 1,5, η = 1 e
t0 = 0.
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hq(t) mostra o comportamento unimodal para 1 < q < 2 e β > 1. O valor máximo

de hq(t) aumenta com β. O inserto mostra um detalhe para pequenos valores de tempo

(região de taxa de falha crescente). Para valores pequenos de tempo, 1 < β < 2 corres-

ponde à concavidade negativa em hq(t) e β > 2 corresponde à concavidade positiva. hq(t)

tem crescimento linear para β = 2 e t/η � 1.

A razão entre t∗ (Equação 3.2.14) e o tempo de vida máximo tmax (Equação 3.2.11),

para o caso da curva da banheira com t0 = 0, depende apenas de β:

t∗

tmax
= (1− β)1/β, (3.3.15)

t∗/tmaxvaria de 0 (para β → 1 ) até e−1 ≈ 0,367879 (para β → 0).

3.3.5 In�uência do parâmetro q

Para demonstrar o efeito do parâmetro q < 1 na q-Weibull, considere por exemplo

β = 0,5 e t0 = 0. Primeiramente mantenha o parâmetro η constante (η = 1). A distribui-

ção Weibull não apresenta um tempo limite (tmax =∞). Uma vez que o parâmetro q varia

de uma unidade para valores menores, o tempo máximo de vida tmax assume valores cada

vez menores conforme visto na Figura 3.3.6. Posteriormente mantenha tmax constante

(por exemplo β = 0,5 e tmax = 100), assim η é calculado pela Equação 3.2.11. A Figura

3.3.7 mostra curvas para diferentes valores de q. À medida que o parâmetro q se aproxima

de uma unidade, o trecho de falha aleatória (taxa de falha praticamente constante) es-

treita e o mínimo valor da taxa da falha aumenta. Particularmente limq→1− hq(t
∗)→∞.

O mínimo valor de hq(t∗) é encontrado por limβ→1 limq→−∞ hq(t
∗) = 1/tmax.
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Figura 3.3.7: Taxa de falha q-Weibull em função do tempo para diferentes valores de q < 1.

Todas as curvas foram calculadas com β = 0,5, tmax = 100 e t0 = 0, assim o parâme-

tro η foi calculado pela Equação 3.2.11: η = 0,09; 0,25; 1; 25; 100; 400 correspondentes a

q = 0,97; 0,95; 0,9; 0,5; 0; −1 respectivamente. À medida que o parâmetro q se aproxima

da unidade, o trecho de falha praticamente constante se torna mais estreito e o mínimo

valor da taxa de falha hq(t∗) aumenta hq(t∗)→∞ para q → 1. À medida que q → −∞,

as curvas tendem a um limite inferior (para este exemplo onde β = 0,5 e tmax = 100,

ocorre hq(t∗) = 0,02 pela Equação 3.2.15.

A in�uência de q para o caso unimodal (1 < q < 2 e β > 1) pode ser vista na Figura

3.3.8. Para 1 < q < 2 e 0 < β < 1 a taxa de falha q-Weibull é uma função monótona

decrescente. A Figura 3.3.9 mostra exemplos.
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Figura 3.3.8: Taxa de falha da q-Weibull para o caso unimodal, com β = 2, η = 1 e t0 = 0
para diferentes valores de q > 1 (indicados). O detalhe mostra a expressão
do máximo da taxa de falha como função de q (Equação 3.2.15).
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Figura 3.3.9: Taxa de falha da q-Weibull dada pela Equação 3.2.9, com β = 0,5, η =
1, t0 = 0 e diferentes valores de q > 1. hq(t) é uma função monótona
decrescente para 1 < q < 2 e 0 < β < 1.

3.3.6 Equações adimensionais

Embora não seja comum, é interessante analisar a função taxa de falha na forma

adimensional. É conveniente de�nir a adimensionalidade temporal diferentemente para

o caso unimodal, no qual o tempo é ilimitado e para o caso curva da banheira no qual

o tempo é limitado a tmax. Para taxa de falha unimodal (1 < q < 2 e β > 1), a

adimensionalidade ao tempo é de�nida como

τu ≡
t

t∗
=
t

η

(
1− q
1− β

)(β−1)/β

, (3.3.16)
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onde o índice u denota ilimitado (do inglês unlimited). Para o caso da curva da banheira

(q < 1 e 0 < β < 1), a adimensionalidade é de�nida como

τl ≡
t

tmax
=
t

η
(1− q)1/β, (3.3.17)

onde o índice l denota limitado.

Em ambos os casos a taxa de falha adimensional

γ(τ) ≡ hq(t)/hq(t
∗), (3.3.18)

é normalizada pelo seu valor extremo conforme a Equação 3.2.15, sendo o máximo para a

unimodal e o mínimo para a curva da banheira. τ sem índice denota ambos τu e τl. Note

que hq(t) tem dimensão inversa do tempo.

Para o caso unimodal, a taxa de falha é reescrita como

γ(τu) =
βτβ−1

u

1 + (β − 1)τβu
, (3.3.19)

com β > 1 , 0 < τu <∞ , 0 ≤ γ(τu) ≤ 1 (γ(0) = γ(∞) = 0). Para a curva da banheira a

taxa de falha é reescrita como

γ(τl) = (1− β)(1−β)/β βτβ−1
l

1− τβl
, (3.3.20)

com 0 < β < 1 , 0 < τl < 1 , γ(τl) ≥ 1. Em ambos os casos a dependência dos parâmetros

q e η é absorvida pela adimensionalidade ao tempo devido à escala adotada e a taxa de

falha adimensional depende apenas de β e τ . O índice q desta vez é desnecessário e apenas

usa-se γ e não γq. Os comportamentos de γ(τu) e γ(τl) são mostrados na Figura 3.3.10 e

na Figura 3.3.11 respectivamente.
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Figura 3.3.10: Taxa de falha unimodal adimensional γ(τu) ≡ hq(t)/hq(t
∗) (Equação

3.3.19), para diferentes valores de β > 1. O tempo adimensional ilimi-
tado τu é de�nido pela Equação 3.3.16.
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Figura 3.3.11: Taxa de falha adimensional com formato de banheira γ(τl) ≡ hq(t)/hq(t
∗)

(Equação 3.3.20 para diferentes valores de 0 < β < 1. O tempo adimensi-
onal limitado τl é de�nido pela Equação 3.3.17.

Note que a fase de amaciamento para β → 1 é praticamente uma linha vertical

superposta ao eixo das ordenadas. O mínimo de γ(τl) ocorre em τ ∗ dado pela Equação

3.3.15 e é deslocada de 0 (para β → 1) até 1/e (para β → 0). Todas as curvas da

Figura 3.3.6 (vários valores de q e η = 1) se reduzem a uma única curva adimensional

com β = 0,5.

3.4 Conclusões

Vários modelos para taxa de falha são encontrados na literatura, muitos deles usam

a distribuição Weibull (ou similares) como base. Estas distribuições têm em comum a na-
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tureza exponencial e alguns são muito complicados, com muitos parâmetros introduzidos

empiricamente. A generalização q-Weibull proposta usa uma função que é exponencial

apenas em uma situação limite e é capaz de representar leis de potência assintóticas. Este

modelo é capaz de descrever quatro tipos de comportamento de taxa de falha denominados

monótono decrescente, monótono crescente, unimodal e curva da banheira, sempre com

apenas três parâmetros e representa a uni�cação de vários modelos incluindo a versátil

distribuição Burr XII. A Tabela 3.1 sumariza as possibilidades com as correspondentes

faixas de parâmetros.

Tabela 3.1: Comportamento da taxa de falha q-Weibull de acordo com valores dos parâ-
metros q e β.

0 < β < 1 β = 1 β > 1

q < 1

Curva da
banheira

(Figura 3.3.7)

Monótona
crescente

(Figura 3.3.4)

Monótona
crescente

(Figura 3.3.4)

q = 1

Monótona
decrescente
(Figura 3.3.9)

Constante
Monótona
crescente

(Figura 3.3.4)

1 < q < 2

Monótona
decrescente
(Figura 3.3.9)

Monótona
decrescente
(Figura 3.3.9)

Unimodal
(Figura 3.3.5)

A Weibull usual é incapaz de representar a curva da banheira completa, pois h1(t)

é monótona decrescente, monótona crescente ou estacionária, dependendo do valor de β.

A modelagem da curva da banheira com a Weibull requer a montagem descontínua de

funções com β < 1 para a fase de amaciamento, β = 1 para a fase intermediária de falha

aleatória e β > 1 para a fase de desgaste. A q-Weibull reproduz a curva da banheira

inteira de forma contínua com o mesmo conjunto de parâmetros e sem a necessidade de

introduzir hipóteses adicionais. Não foi detectado nenhum registro anterior a este trabalho

que tenha alcançado a representação da curva da banheira com a distribuição q-Weibull.

Este modelo de permite avaliar a con�abilidade, e por consequência a não-con�abilidade,

o MTBF (tempo médio entre falhas), a moda, a mediana, os momentos e demais valores

característicos da distribuição, considerando o ciclo de vida completo do item em estudo.

Uma vez que a taxa de falha da distribuição q-Weibull não é monótona, é possível

realizar uma abordagem que considera num único modelo dois ou três modos de falha

predominantes simultaneamente (veja Capítulo 4).

A distribuição q-Weibull é uma extensão natural da Weibull usual e sua de�nição

é compatível com a estatística não-extensiva. A introdução de generalizações adicionais

de forma empírica ou teórica, tais como o uso de transformações linear e não-linear do

tempo, o uso de múltiplas distribuições, parâmetros dependentes do tempo dentre outras,
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tal como foi feito com a Weibull, podem futuramente aumentar a �exibilidade e a precisão

da q-Weibull e abrir novas oportunidades para os pro�ssionais de engenharia de con�abi-

lidade. O Capítulo 5 mostra distribuições q-Weibull associadas no formalismo de portas

lógicas para obter modelos com uma grande variedade de formatos de taxa de falha como

exemplos.
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4 Análise comparativa das

distribuições generalizadas q-Weibull

e q-exponencial aplicadas à

engenharia de con�abilidade

4.1 Introdução

A modelagem de con�abilidade é um dos passos mais importantes para a avalia-

ção da con�abilidade, disponibilidade, manutenabilidade e segurança (CDMS). Existem

muitas distribuições estatísticas que podem modelar tempos de vida, contudo para al-

guns sistemas, as distribuições estatísticas clássicas não são satisfatórias porque suas

taxas de falha são monótonas. As distribuições estatísticas generalizadas recentemente

desenvolvidas de acordo com a mecânica estatística não extensiva são conhecidas com

q-distribuições. Estas distribuições generalizadas têm sido aplicadas com sucesso em vá-

rias ciências. Este capítulo apresenta as q-distribuições com o objetivo de melhorar a

modelagem de problemas de engenharia de con�abilidade. Primeiramente mostraremos

duas funções deduzidas para analisar tempos de vida usando a distribuições q-Weibull e

q-exponencial. Posteriormente, estas distribuições são aplicadas para descrever tempos de

vida de seis exemplos. Os resultados mostram que as q-distribuições se ajustam melhor

aos dados e proporcionam uma �exibilidade extra às curvas de taxa de falha.

O principal foco deste capítulo1 é comparar por meio de exemplos práticos, quatro

modelos de tempos de vida. Os modelos usuais exponencial e Weibull e suas versões gene-

ralizadas, q-exponencial e q-Weibull. A metodologia utilizada é a aplicação dos modelos a

exemplos práticos (componentes de poços de petróleo, uma estação de solda e um índice

do mercado de ações), com estimação dos parâmetros por meio do método de mínimos

quadrados e utilização do Critério de Informação Akaike (AIC).

Os tempos de vida das bombas de fundo, hastes de bombeio e da estação de solda

apresentam três comportamentos de taxa de falha distintos: decrescente, constante e cres-

1Alguns resultados obtidos neste capítulo foram publicados em Assis, Borges e Melo (2013) e em Sartori
et al. (2009).
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cente, perfazendo por completo a curva da banheira. A distribuição q-Weibull descreve,

com apenas um conjunto de parâmetros, toda a curva encontrada. A tubulação de pro-

dução apresenta tempos de vida com comportamento unimodal em sua taxa de falha.

A simplicidade e a �exibilidade de utilização do modelo q-Weibull trazem benefícios que

ultrapassam o inconveniente de possuir um parâmetros a mais. As propriedades da distri-

buição q-Weibull, como por exemplo, momentos, não con�abilidade e con�abilidade, taxa

de falha e análises das in�uências de parâmetros foram apresentadas no Capítulo 3.

4.2 Distribuições de tempos de vida

Algumas distribuições estatísticas tendem a representar melhor os tempos de vida e

por isso são chamadas de distribuições de tempos de vida. Uma distribuição de tempos

de vida mostra como os itens falham no tempo ou como suas falhas estão distribuídas

no tempo. Tais distribuições são exatamente como qualquer outra distribuição estatística

exceto pelo fato dos dados envolvidos serem tempo até a falha ou tempos de vida. Uma

distribuição de tempos de vida é conhecida quando um ajuste é realizado e seus parâmetros

são estimados.

4.2.1 Distribuições q-Weibull e q-exponencial

A função não con�abilidade de Weibull pode ser de�nida a partir da Eq. (3.2.7)

como

Fq(t) = 1− exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t− t0
θ

)β]
, (4.2.1)

onde θ > 0 é fator de escala (θ = η − t0).

O caso particular β = 1 aplicado na Eq. (4.2.1) retorna a função não con�abilidade

da distribuição q-exponencial

Fq(t) = 1− exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t− t0
θ

)]
. (4.2.2)

De maneira similar a Eq. (4.2.1), é necessário que q < 2 a �m de que a Eq. (4.2.2)

seja normalizável.

A Eq.(4.2.1) com os parâmetros q < 2 e β > 0 é a generalização de três modelos:

Weibull (com β > 0 e q = 1), q-exponencial (com β = 1 e q 6= 1), e exponencial (com
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β = 1 e q = 1). Os quatro modelos (incluindo o q-Weibull) são comparados nos exemplos

apresentados na seção 4.4.

4.2.2 Taxa de falha das distribuições

A taxa de falha da distribuição q-Weibull é de�nida pela Eq.(3.2.9). O comporta-

mento da taxa de falha da q-Weibull pode ser muito diferente do caso particular h1 (taxa

de falha da Weibull). Podem ser descritos quatro formatos diferentes da função taxa de

falha hq(t):

a) monótona decrescente para 1 < q < 2 e 0 < β < 1 ;

b) monótona crescente para q < 1 e β > 1;

c) unimodal para 1 < q < 2 e β > 1 ;

d) curva da banheira para q < 1 e 0 < β < 1.

A taxa de falha constante é obtida para q = 1 e β = 1. Os formatos c) e d) não podem ser

reproduzidos com a função taxa de falha Weibull (q = 1). No Capítulo 3 há uma análise

detalhada da função taxa de falha q-Weibull.

Um caso particular da Eq. (3.2.9) é a função taxa de falha da distribuição q-

exponencial, obtida com β = 1. A taxa de falha da distribuição exponencial é encontrada

atribuindo q = 1 e β = 1 e é dada por

λ =
1

θ
. (4.2.3)

4.2.3 Estimação de parâmetros

Levando em conta que o q-logaritmo (veja Eq. (3.1.3)) é a função inversa da q-

exponencial, a Eq. (4.2.1) é escrita como y = βx + b, com y = ln
{
− ln 1

2−q
[1− Fq(t)]

}
,

x = ln(t− t0) e b = −β ln

[
θ

(2−q)
1
β

]
.

Os dados amostrais são tempos até a falha organizados em ordem crescente e os

valores de não con�abilidade são estimados usando o median rank também conhecido

como aproximação de Bernard fornecida em Johnson (1951)

F̂i =
i− 0,3

n+ 0,4
, (4.2.4)

onde n é o tamanho da amostra, i é o número de ordem da falha variando de 1 até n.
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Neste caso, para cada amostra de tempo ti nós temos

xi = ln(ti − t0) (4.2.5)

yi = ln
[
− ln 1

2−q
(1− F̂i)

]
(4.2.6)

Uma maneira alternativa de calcular F̂i é considerá-la como a soma das frequências

relativas de ocorrência de falha nos intervalos de tempo anteriores. Este procedimento é

adequado para um grande número de amostras e é utilizado na seção 4.4.

Os parâmetros da Eq. (4.2.1) são estimados pela maximização do coe�ciente de

determinação R2,

R2 = 1−
n∑
i=1

[yi−ŷi]2

n∑
i=1

[yi−yi]2
, (4.2.7)

sujeito a:


β > 0

θ > 0

t0 < tmin

q < 2,

(4.2.8)

onde ŷi é ln
{
− ln 1

2−q
[1− Fq(ti)]

}
, yi é

∑
yi
n

e tmin é o menor tempo amostral.

A Eq. (4.2.7) retorna R2 ≤ 1, incluindo valores negativos. Note que os parâmetros

da distribuição Weibull podem ser determinados pela maximização de R2 com a restrição

adicional q = 1. O mesmo procedimento é também válido para os outros dois modelos

generalizados pelo modelo q-Weibull, com as restrições adicionais mencionadas na subse-

ção 4.2.1. Como critério adicional da qualidade do ajuste, foi calculado o erro quadrático

médio, EQM =
∑[

Fq (ti)− F̂i
]2

/n . De maneira geral, quanto menor o EQM maior a

qualidade do ajuste.

O Critério de Informação Akaike (AIC) é um índice que pode auxiliar na comparação

de modelos com diferentes números de parâmetros. AIC é de�nido por (Akaike (1974))

AIC = n ln

(
RSS

n

)
+ 2K, (4.2.9)

onde n é o número de pontos experimentais (xi, yi), RSS é a soma dos quadrados dos

resíduos e K é o número de parâmetros do modelo. Supõe-se que o melhor modelo seja



4.3 Aplicação em componentes de poços de petróleo 47

aquele que possui o menor AIC. O AIC requer uma correção quando o número de pontos

experimentais é pequeno (bias-correction). Para detalhes veja Hurvich e Tsai (1989).

AICc = n ln

(
RSS

n

)
+ 2K +

2K (K + 1)

n−K − 1
. (4.2.10)

A diferença entre cada AICc e o menor AICc é ∆i:

∆i = AICci −min [AICc] , (4.2.11)

onde min [AICc] é o menor AICc. O melhor modelo é aquele em que ∆i = 0 e o pior

modelo possui o maior ∆i.

4.3 Aplicação em componentes de poços de petróleo

A �exibilidade da distribuição q-Weibull pode ser observada pela comparação com

o modelo Weibull de três parâmetros, quando aplicada a três exemplos extraídos de com-

ponentes de poços de petróleo.

Bombas de fundo 1 3/4" X 11'

A Tabela apresenta tempos até a falha (em dias) de bombas de petróleo.

Tabela 4.1: Tempo até falhar (em dias) de bombas de petróleo em ordem crescente
Tempos até a falha (em dias) de bombas de petróleo
8 38 42 59 71 146 184
185 199 204 214 379 457 457
494 515 568 680 684 808 964

O ajuste da distribuição q-Weibull apresenta β < 1 e q < 1, conforme mostra a

Tabela 4.2. O formato da função taxa de falha para esta combinação de resultados é a

curva da banheira. O ajuste da distribuição Weibull indica uma taxa de falha levemente

crescente (β > 1). O coe�ciente de determinação R2 do ajuste da distribuição q-Weibull é

levemente superior ao da Weibull, da mesma forma que a q-Weibull tem um erro quadrá-

tico médio menor. Estas diferenças são indícios de que a distribuição q-Weibull se ajusta

melhor aos tempos de vida que a Weibull.
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Tabela 4.2: Parâmetros das distribuições q-Weibull e Weibull dos tempos de vida de bom-
bas de fundo.

β θ(dias) η(dias) t0(dias) q R2 EQM
Weibull 1,05 391 383 -7,66 1,00 0,9761 2,16×10−3

q-Weibull 0,82 1 277 1 277 -0,51 0,00 0,9815 1,59×10−3

As curvas das duas distribuições se afastam na medida em que o temo aumenta.

Fica evidente que para valores de tempo maiores a q-Weibull consegue se aproximar mais

das amostras, ao passo que, a Weibull se afasta destes por apresentar decaimento menos

acentuado. Esta característica da q-Weibull a torna mais �exível e permite modelar os

formatos de �U� e unimodal. A Figura 4.3.1 mostra, para ambos os modelos, as curvas

de con�abilidade e de taxa de falha das bombas.
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Weibull
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Figura 4.3.1: Modelos Weibull (linha tracejada) e q-Weibull (linha contínua). Dados ex-
perimentais (circunferências). Painel esquerdo: grá�co log-log das curvas
de con�abilidade. Painel direito: curvas de taxa de falha. As abscissas
mostram os tempos até a falha das bombas.

Hastes de bombeio

Na Tabela 4.3, 1 448 tempos até a falha de hastes de bombeio foram agrupados em

20 intervalos de tempo e a frequência relativa de ocorrência foi usada para estimar a não

con�abilidade para cada intervalo.
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Tabela 4.3: Tempo até falhar de hastes de bombeio (em dias).
i Intervalos de tempo Falhas i Intervalos de tempo Falhas
1 1 ≤ t ≤ 93,1 625 11 922 < t ≤ 1014,1 8
2 93,1 < t ≤ 185,2 320 12 1014,1 < t ≤ 1106,2 4
3 185,2 < t ≤ 277,3 170 13 1106,2 < t ≤ 1198,3 4
4 277,3 < t ≤ 369,4 65 14 1198,3 < t ≤ 1290,4 4
5 369,4 < t ≤ 461,5 65 15 1290,4 < t ≤ 1382,5 8
6 461,5 < t ≤ 553,6 67 16 1382,5 < t ≤ 1474,6 4
7 553,6 < t ≤ 645,7 12 17 1474,6 < t ≤ 1566,7 1
8 645,7 < t ≤ 737,8 33 18 1566,7 < t ≤ 1658,8 1
9 737,8 < t ≤ 829,9 33 19 1658,8 < t ≤ 1750,9 1
10 829,9 < t ≤ 922 22 20 1750,9 < t ≤ 1843 1

Os parâmetros das distribuições são mostrados na Tabela 4.4 e indicam que o ajuste

do modelo q-Weibull, cuja taxa de falha tem o formato de curva da banheira, tem quali-

dade levemente superior a do modelo Weibull (de taxa de falha decrescente). O modelo

q-Weibull tem um coe�ciente de determinação um pouco maior e um erro quadrático

médio bastante menor.

Tabela 4.4: Parâmetros dos ajustes dos tempos de vida das hastes de bombeio.
β θ(dias) η(dias) t0(dias) q R2 EQM

Weibull 0,95 251 195 -56 1,00 0,9904 2,05×10−4

q-Weibull 0,42 462 520 59 0,46 0,9981 2,74×10−5

A Figura 4.3.2, no seu painel esquerdo, mostra as curvas e os dados amostrais. A

distribuição q-Weibull se aproxima mais amostras na maior parte dos valores de tempo e

especialmente em tempos superiores. O painel direito da mesma �gura mostra as curvas

de taxa de falha com formato de �U� (q-Weibull) e decrescente (para Weibull).
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Figura 4.3.2: O modelo Weibull está em linha tracejada e q-Weibull em linha contínua.
Os dados experimentais estão representados por circunferências. Painel es-
querdo: grá�co log-log das curvas de con�abilidade. Painel direito: curvas
de taxa de falha. As abscissas mostram os tempos até a falha de hastes de
bombeio.

Tubulação de produção

A Tabela 4.5 mostra 115 valores de tempo diferentes (as repetições foram excluídas

a �m de reduzir o tamanho da tabela). Todos os 438 valores amostrais foram usados para

estimar a não con�abilidade por meio do median rank.

Tabela 4.5: Tempo até falhar de tubulação de produção (em dias).
Tempo em dias até a falha de tubulação de produção (repetições entre parênteses)
1(2) 4(2) 6(10) 7(8) 8(7) 9(2) 10(3) 12(2) 14(4) 15(2) 17(9) 19(8)

20(3) 22(3) 23(3) 24(5) 25(1) 26(10) 27(5) 29(6) 30(5) 31(2) 32(1) 34(3)

35(5) 36(12) 38(16) 41(2) 42(3) 43(11) 44(2) 46(2) 47(5) 48(3) 51(2) 53(6)

55(6) 56(3) 60(2) 61(4) 63(9) 64(8) 65(6) 68(2) 69(3) 70(4) 73(6) 74(3)

75(2) 78(3) 79(3) 80(2) 81(4) 82(2) 83(4) 86(4) 87(4) 88(2) 89(6) 91(5)

92(3) 93(4) 94(3) 101(4) 106(3) 107(2) 108(3) 111(4) 117(3) 119(3) 121(3) 123(3)

124(3) 126(3) 133(4) 136(2) 142(3) 143(1) 148(2) 150(2) 154(2) 157(3) 161(4) 163(2)

167(3) 168(2) 170(5) 172(3) 177(2) 178(4) 185(4) 189(3) 194(3) 203(3) 207(6) 210(4)

219(3) 220(3) 222(3) 226(3) 227(2) 233(3) 234(3) 238(3) 245(3) 248(4) 265(2) 277(3)

347(4) 393(2) 425(3) 432(4) 488(2) 688(2) 691(3)

A Tabela 4.6 mostra os valores dos parâmetros dos ajustes, o coe�ciente de deter-

minação R2 e o erro quadrático médio (EQM). Desta vez a taxa de falha da distribuição

q-Weibull tem formato unimodal (β > 1 e q > 1), ao passo que, o modelo Weibull tem

taxa de falha crescente (β > 1). A distribuição q-Weibull apresentou um coe�ciente de

determinação maior e um menor erro médio quadrático.
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Tabela 4.6: Parâmetros dos ajustes dos tempos até falhar de tubulação de produção.
β θ(dias) η(dias) t0(dias) q R2 EQM

Weibull 1,12 105 105 0,61 1,00 0,9818 5,81×10−4

q-Weibull 1,31 65 65 0,24 1,30 0,9900 2,52×10−4

A Figura 4.3.3 mostra as curvas de con�abilidade no painel esquerdo. Note que para

valores elevados de tempo, o modelo q-Weibull se aproxima muito mais das amostras que

o Weibull. No painel direito da mesma �gura estão as curvas de taxa de falha.
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Figura 4.3.3: Modelos Weibull e q-Weibull em linhas tracejada e contínua, dados experi-
mentais em circunferências. Painel esquerdo: grá�co log-log das curvas de
con�abilidade. Painel direito: curvas de taxa falha. Tempos até a falha de
tubulação de produção mostrados nas abscissas.

4.4 Aplicação em estação de solda robotizada

Esta seção compara o ajuste das quatro distribuições: q-Weibull, Weibull, q− ex-

ponencial e exponencial considerando os tempos de operação de uma estação de solda

robotizada. Em Sartori et al. (2009), os modelos Weibull e q-Weibull foram comparados

quanto à qualidade de ajuste a dados de tempo de operação de uma planta de processa-

mento de gás natural.

Foram considerados aproximadamente 1 250 tempos de operação (em minutos) de

uma estação de solda robotizada usada em processo de manufatura. Os tempos de vida

foram agrupados em 50 intervalos e a probabilidade de falha foi calculada para cada in-

tervalo como a frequência relativa de ocorrência. Foram testados quatro modelos para

este sistema: (a) distribuição exponencial; (b) distribuição Weibull; (c) distribuição q-

exponencial e (d) distribuição q-Weibull. A Figura 4.4.1 mostra a variável y (obtida pela

Eq. 4.2.6) em função de ln(t−t0) para cada modelo. A principal vantagem desta represen-
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tação é que os pontos amostrais �cam dispostos numa linha reta se forem perfeitamente

descritos pelo modelo.
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Figura 4.4.1: Grá�cos de tempos até a falha (circunferências) e curvas ajustadas (linhas
contínuas) dos modelos: (a) exponencial, (b) Weibull, (c) q-exponencial e
(d) q-Weibull.

Os parâmetros calculados estão indicados. As linhas verticais nos painéis (a) e (b)

são exemplos de valores limites de tempo (t = 40 000 min e t = 110 000 min) que separam

três comportamentos diferentes de falha. A Figura 4.4.4 ilustra melhor esta divisão. Uma

vez que cada modelo tem um valor diferente para o parâmetro t0, as escalas das abscissas

são diferentes para cada grá�co.

(a) distribuição exponencial. Hipóteses compatíveis para esta distribuição: itens

não reparáveis, modo de falha único e taxa de falha constante. Embora o coe�ciente de

determinação R2 = 0.9652 indique uma boa qualidade de ajuste, a simpli�cação de taxa

de falha constante é muito restritiva e não corresponde aos dados, como �cará claro a

seguir. Os dados incluem todos os modos de falha e não há garantia de que a combinação

de todos eles produzam taxa de falha constante. Outra maneira de observar esta limitação

é considerar que o sistema possui vários modos de falha e todos eles com taxas de falha

constantes. Ainda assim, a taxa de falha do sistema não é constante de acordo com a
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teoria de con�abilidade de sistema (para mais detalhes veja Lewis (1987))

(b) distribuição Weibull. Se a hipótese de falha constante assumida em (a) for

relaxada para um comportamento monótono, então pode ser utilizado o modelo Weibull

(com β 6= 1, q = 1). Este modelo pode descrever taxas de falha com decrescimento

monótono (para 0 < β < 1) ou crescimento monótono (para β > 1). Obviamente o caso

particular β = 1 se reduz ao item (a). A Figura 4.4.1(b) mostra os resultados. O ajuste

da distribuição Weibull tem coe�ciente de determinação R2 um pouco maior do que o da

distribuição exponencial (R2 = 0.9736). O valor calculado do parâmetro β < 1 indica que

a taxa de falha para este exemplo deveria ser monotonicamente decrescente, contudo será

mostrado na próxima seção que isto não é verdade. Este resultado se deve à limitação do

modelo (b) imposta aos dados.

(c) distribuição q-exponencial . A generalização de (a) é obtida com a distri-

buição q-exponencial (β = 1, q 6= 1). É valido mencionar que a distribuição q-exponencial

não se restringe à taxa de falha constante como no caso (a). Esta pode ser monótona

decrescente (1 < q < 2) ou monótona crescente (q < 1). Os resultados são mostrados na

Figura 4.4.1(c).

(d) distribuição q-Weibull. Este é o modelo mais geral que será considerado

e apresenta taxa de falha não monótona. A inspeção visual da Figura 4.4.1(d) indica

que a qualidade deste ajuste é maior do que as das análises anteriores e o coe�ciente de

determinação maior do que 0,99 con�rma isto.

A Figura 4.4.2 apresenta a con�abilidade Rq(t) em função do tempo para cada um

dos quatro modelos (a)�(d). Note que a distribuição q-Weibull é capaz de descrever toda a

variação de valores de tempo, enquanto que as outras distribuições se afastam dos pontos

experimentais para valores de tempo iniciais e �nais.
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exponencial 1,00 32 081 -57 165 1,00 0,9652

Weibull 0,59 7 610 -13 942 1,00 0,9736

q-exponencial 1,00 19 421 -38 240 1,10 0,9706

q-Weibull 0,13 216 894 2 261 -0,01 0,9970

Figura 4.4.2: Grá�co do tempo até a falha (circunferências) e função con�abilidade cal-
culada pelos modelos: exponencial (linha tracejada violeta), Weibull (linha
pontilhada azul), q-exponencial (linha traço-ponto verde) e q-Weibull (linha
contínua vermelha). A tabela em detalhe apresenta os parâmetros.

A Figura 4.4.1(b) não apresenta uma mudança abrupta na inclinação dos dados

amostrais (dog-leg), que é típica quando ocorre a mistura de modos de falha, mas este

é o caso para este exemplo, como pode ser visto com este procedimento: todos os 1 250

tempos até a a falha foram divididos em três grupos e um modelo Weibull (q = 1) foi

ajustado para cada grupo. Para t ≤ 40 000 min, foi obtido β < 1 que corresponde a uma

taxa de falha decrescente. Para a região intermediária 40 000 min < t ≤ 110 000 min, foi

encontrado β ≈ 1, que signi�ca taxa de falha constante, e a última região, t > 110 000 min,

teve β > 1, que corresponde a uma taxa de falha crescente. A Figura 4.4.3 mostra estes

resultados. O limites de tempo 40 000 min e 110 000 min foram encontrados por meio da

realização de testes com diferentes valores e foram escolhidos aqueles que resultaram nos

melhores ajustes nos painéis da Figura 4.4.3.
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Figura 4.4.3: Exemplos de ajustes Weibull para amostras agrupadas pelo tempo até a
falha: (a) tempo até a falha ≤ 40 000 min.; (b) 40 000 < tempo até a falha
≤ 110 000 min, e (c) tempo até a falha > 110 000 min.

A taxa de falha é decrescente em (a) (β < 1), praticamente constante em (b) (β ≈ 1)

e crescente em (c) (β > 1). As probabilidades de falha são estimadas por: (a) frequência

relativa da ocorrência de falha; (b) e (c) median rank.

As curvas de taxa de falha são mostradas na Figura 4.4.4. Estas curvas são feitas

com todos os dados, sem dividi-los nas três regiões mencionadas anteriormente. Fica

evidente que os modelos exponencial, Weibull e q-exponencial são incapazes de reproduzir

os três comportamentos detectados com um único conjunto de parâmetros enquanto que

o modelo q-Weibull apresenta as regiões de taxa de falha decrescente, aproximadamente

constante e �nalmente crescente. As linhas verticais, que também aparecem nas Figuras

4.4.1(a) e 4.4.1(b), separam estes três comportamentos distintos.
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exponencial 1,00 32 081 -57 165 1,00 0,9652
Weibull 0,59 7 610 -13 942 1,00 0,9736

q-exponencial 1,00 19 421 -38 240 1,10 0,9706
q-Weibull 0,13 216 890 2 261 -0,01 0,9970

Figura 4.4.4: Curvas de taxa de falha calculadas pelos modelos: exponencial (linha tra-
cejada), Weibull (linha pontilhada), q-exponencial (linha traço-ponto) e q-
Weibull (linha contínua). As linhas verticais indicam a separação dos tempos
de vida em três regimes distintos. Os parâmetros são mostrados no detalhe.

A Tabela 4.7 apresenta o AICc(Critério de Informação Akaike corrigido) e os valores

∆i para os ajustes. De acordo com os resultados o modelo q-Weibull é o que se ajusta

melhor possuindo o menor ∆i.

Tabela 4.7: AICc(Critério de Informação Akaike corrigido) e ∆i para os modelos.
Modelo AICc ∆i

q-exponencial -246,17 226.32
exponencial -258,96 213.53
Weibull -270,32 202.17
q-Weibull -472,49 0

4.5 Exemplo de aplicação da distribuição q-Weibull em

mercado de ações

Esta seção mostra a aplicação da distribuição de q-Weibull aos tempos entre valores

extremos do mercado de ações. As variações destes índices indicam a tendência da bolsa,

de alta ou de baixa, em um determinado momento do pregão. O estimador de Hill é
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utilizado para identi�car os retornos extremos e estimar os intervalos de tempo (veja

detalhes em Hill (1975)). Os resultados mostram que a distribuição de q-Weibull modela

adequadamente os tempos de intervalo entre valores extremos dos índices de ações no

mercado.

Os dados utilizados são os índices intradiários do IBEX-352 . Coletados com inter-

valos de 15 minutos, estes abrangem de 4 de janeiro de 2005 até 20 de janeiro de 2012

e foram obtidos do banco de dados Olsendata (http://www.olsendata.com). Os retornos

dos índices foram calculados como as diferenças dos logaritmos dos valores dos índices

consecutivos.

A série dos tempos entre os retornos extremos é obtida a partir da leitura dos

instantes de tempo em que os retornos excedem um limiar u preestabelecido, ou seja,

quando o retorno positivo é maior que u e quando o retorno negativo é menor que −u.
Desta forma é possível construir séries de intervalos de tempo entre valores positivos,

valores negativos, nas mudanças de positivo para negativo e vice-versa e também de

intervalos de tempo nos quais o módulo do retorno supera o valor u. Os resultados das

análises destas séries podem indicar qual o intervalo de tempo deve ser aguardado para

comprar ou vender ações com o objetivo de ter o melhor retorno �nanceiro. Esta seção

mostra os resultados para os ajustes com tempos de espera dos módulos dos retornos e com

os tempos entre as mudanças de positivo para negativo fora dos limiares especi�cados3.

A Figura 4.5.1 mostra as curvas de con�abilidade para os tempos de retorno calcu-

lado com o módulo do logaritmo dos retornos superando o limiar u = 0, 0063 e os tempos

nos quais ocorre mudança dos logaritmos de positivo (log (retorno) > u) para negativo

(log (retorno) < u), para p índice IBEX-35.

2O Iberia Index (IBEX-35) é o principal índice de referencia da bolsa espanhola. O índice é administrado
e calculado pela Sociedad de Bolsas, uma subsidiária da Bolsas y Mercados Españoles (BME), a
empresa que administra os mercados de valores mobiliários da Espanha (incluindo a Bolsa de Madrid).
É um índice de capitalização de mercado envolvendo as 35 ações espanholas mais líquidas negociadas
na Bolsa de Madrid.

3Esta seção é parte do resultado de uma colaboração com Miguel A. Rivera-Castro, durante seu douto-
ramento, e seu orientador Juan C. Reboredo, da Universidad de Santiago de Compostela, Espanha.
Todos os resultados estão em Reboredo, Rivera-Castro e Assis (2013). Neste artigo, são apresentadas
as análises dos cinco tipos de séries ajustando a distribuição de q-Weibull aos dados dos três índices
intradiários S&P 500, DAX e IBEX-35.



58
Capítulo: 4 Análise comparativa das distribuições generalizadas q-Weibull e q-exponencial aplicadas à

engenharia de confiabilidade

q-Weibull

q-exponencial

Weibull

exponencial

102 103 104
10-3

10-2

10-1

100

t HminL

R
q

Weibull

q-Weibull

q-exponencial

exponencial

102 103 104
10-3

10-2

10-1

100

t HminL

R
q

Figura 4.5.1: Curvas de con�abilidade dos modelos q-Weibull em linha contínua, Weibull
em linha pontilhada, q-exponencial em linha traço-ponto e exponencial e
linha tracejada. Painel esquerdo: tempos de espera para |log (retorno)| >
u. Painel direito: tempos de espera entre os eventos log (retorno) > u e
log (retorno) < −u.

A Tabelas 4.8 e 4.9 mostram os parâmetros das distribuições e os coe�cientes de

determinação para os dois ajustes.

Tabela 4.8: Parâmetros das distribuições e coe�ciente de determinação para tempos de
espera de |log (retorno)| > u.

exponencial Weibull q-exponencial q-Weibull
β 1, 00 0, 58 1, 00 0, 82

θ(min) 1525 742 278 318
η(min) 1102 756 279 329
t0(min) −423 14 1 11

q 1, 00 1, 00 1, 41 1, 31
R2 0, 7490 0, 9773 0, 9919 0, 9944

Tabela 4.9: Parâmetros das distribuições e coe�ciente de determinação para tempos de
espera entre os eventos log (retorno) > u e log (retorno) < −u.

exponencial Weibull q-exponencial q-Weibull
β 1, 00 0, 59 1, 00 0, 74

θ(min) 1445 813 319 416
η(min) 1123 826 306 426
t0(min) −322 13 −13 10

q 1, 00 1, 00 1, 40 1, 24
R2 0, 8214 0, 9896 0, 9914 0, 9964

A inspeção visual da Figura 4.5.1 e a comparação do coe�ciente de determinação

mostram que a distribuição q-Weibull é, dentre as estudadas, a que mais se adéqua ao

dados amostrais. as distribuições q-exponencial, Weibull e exponencial seguem nesta

ordem de qualidade do ajuste.
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4.6 Conclusões

Os modelos Weibull e q-Weibull foram comparados por meio de três exemplos de

componentes de poços de petróleo, que apresentaram comportamentos diferentes: taxa

de falha em formato de banheira e em formato unimodal. Estes dois formatos não podem

ser representados pela distribuição Weibull com um conjunto de parâmetros, de forma

contínua. As Figuras 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3 mostram que a principal diferença no traçado

do modelo q-Weibull é a queda mais íngreme para valores de tempo elevados. Esta

característica faz deste modelo o mais apropriado para tais exemplos.

Para os ajustes da estação de solda robotizada foram comparados quatro modelos

que descrevem o tempo de vida, sendo dois deles as versões generalizadas q-Weibull e

q-exponencial das distribuições usuais Weibull e exponencial (casos particulares nos quais

q = 1). As generalizações são baseadas na função q-exponencial. A aproximação do

median rank e o método dos mínimos quadrados foram usados para estimar os parâmetros

dos modelos para dois exemplos. Os resultados mostram que as q-distribuições são muito

mais �exíveis para descrever formatos da função taxa de falha. Estas q-distribuições

possivelmente poderão ser usadas com sucesso em outros sistemas e melhorar a solução

de problemas de engenharia de con�abilidade.

Dentre os modelos considerados, a distribuição q-Weibull foi a mais apropriada para

a estação de solda. Esta foi capaz de identi�car três comportamentos distintos da taxa

de falha: decrescente, constante e crescente, com o mesmo conjunto de parâmetros. Estes

comportamentos podem ser interpretados como três modos de falha predominantes, uma

vez que, todos os modos de falha �zeram parte das amostras de tempo. Em um outro

contexto, as três fases podem representar o trecho de mortalidade infantil, vida útil e

envelhecimento de um item.

Foi considerado também o Critério de Informação Akaike como mais uma fonte de

informação para mostrar que a distribuição q-Weibull é realmente o melhor modelo, dentre

os considerados, para representar os dados da estação de solda. As q-distribuições podem

ser usadas com sucesso em outros sistemas e melhorar a modelagem de con�abilidade em

problemas de engenharia.

Dois exemplos com dados intradiários do índice IBEX-35 foram utilizados para com-

parar os modelos exponencial, q-exponencial, Weibull e q-Weibull entre si. Em todos os

casos, a performance do modelo q-Weibull foi superior a dos demais modelos pesquisados.

Estes resultados poderiam ser esperados devido à presença do parâmetro adicional

q, mas é importante lembrar que a melhoria dos ajustes não é meramente quantitativa
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(como deveria ser devido à inclusão do parâmetro adicional), mas também qualitativa

uma vez que a distribuição q-Weibull pode descrever os comportamentos de banheira e

unimodal que são impossíveis de serem descritos pelo modelo Weibull com um simples

conjunto de parâmetros.

O desempenho adequado da função de um componente requer a sua operação em

conjunto com outros formando equipamentos, subsistemas e sistemas. O próximo capítulo

trata destas associações entre componentes considerando a distribuição q-Weibull para

modelar os tempos de vida.
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5 q-Weibull aplicada a Árvores de

Falha Dinâmica

5.1 Introdução

Árvores de Falha (AF) são estruturas que usam portões booleanos para representar o

modo pelo qual a falha dos componentes produz a falha do sistema (Vesely et al. (1981)).

As árvores de falha podem ser analisadas de diversas maneiras e também podem ser

convertidas em outras metodologias a exemplo da sua conversão para Diagramas Binários

de Decisão (DBD) (ver Jinglun e Quan (1998)). Uma árvore de falha pode ser convertida

diretamente em uma Rede Bayesiana (RB) e as técnicas básicas de inferência de uma RB

podem ser usadas para obter os parâmetros clássicos de uma Árvore de Falha (Bobbio et

al. (2001)).

Árvores de falha dinâmica (AFD) são extensões das AF que têm sido mais utilizadas

atualmente devido a capacidade de modelar dependência entre os eventos de falha. As

Árvores de falha dinâmica proporcionam uma análise de falha que é aplicável tanto a

sistemas tolerantes à falha quanto a sistemas não tolerantes. Sistemas tolerantes a falhas

podem responder ativamente a falhas e erros. São programados para antecipar certos tipos

de falhas e erros e incluir técnicas de detecção, de recuperação ou recon�guração (Doyle

e Dugan (1995)). Uma AFD usa os portões tradicionais OR, AND, e KofN presentes nas

AF, mas incluem quatro outras portas: PAND, PDEP, WSP and SEQ. Estes portões

acrescentam a possibilidade de modelar dependências tais como falhas em sequência,

falhas que são desencadeadas por um gatilho e associação de componentes principal e

sobressalentes.

Uma das principais diferenças entre AF e AFD é que nestas últimas, a sequência

de ocorrência das falhas pode ser considerada. A modelagem matemática de sequencia-

lidade pode ser feita de maneira exata ou por simulação dentre outros métodos. Long,

Sato e Zhang (2000) aplicaram simulação de Monte Carlo em análise de falhas sequen-

ciais comparando os resultados com o cálculo exato realizado por múltiplas integrações.

Merle et al. (2010) de�niram eventos como variáveis temporais, e com a criação de dois

operadores temporais, modelaram as portas com prioridade. Uma AFD também é capaz

de modelar as falhas de sistemas de proteção e segurança nos quais um equipamento pode

falhar em operação ou em modo de espera. Cadeias de Markov (CM) foram usadas para
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esta tarefa por Meshkat, Dugan e Andrews (2002). Para Bobbio et al. (2008), árvores

de falha dinâmica possuem funcionalidade similar às Redes Bayesianas Dinâmicas sendo

possível converter um problema tratado por um método em outro. Há ainda propostas de

integração entre modelos como a árvore de falha generalizada de Codetta-Raiteri (2011),

que engloba as árvores de falha paramétricas, dinâmicas e reparáveis.

Rauzy (2011) estendeu os trabalhos de Merle et al. (2010) introduzindo a álgebra

das sequências que pode ser interpretada como a álgebra dos eventos básicos. Khakzad,

Khan e Amyotte (2011) aplicam Redes Bayesianas em análise de segurança de sistemas

comparando as RB com as Árvores de Falha.

Em resumo, a avaliação da con�abilidade e da segurança de um sistema considerando

falhas sequenciais é uma questão importante nas indústrias, uma vez que a con�abilidade

e a segurança de tais sistemas dependem, não só dos estados falhos dos componentes do

sistema, mas também da sequência de ocorrência de tais falhas. O principal foco deste

capítulo é apresentar um método de con�abilidade de sistema baseado na distribuição

q-Weibull calculando cada porta de uma AFD de forma exata e por simulação de Monte

Carlo.

5.1.1 Modelagem q-Weibull

Associando-se cada componente a um conjunto de parâmetros ν, o i-ésimo compo-

nente tem seus parâmetros como

ν = {βi, ηi, t0i , qi} . (5.1.1)

A função densidade de probabilidade de cada componente é expressa por (veja Eq.

(3.2.1))

fq,i(t) =


βi(2−qi)
(ηi−t0i)

(
t−t0i
ηi−t0i

)βi−1

expqi

[
−
(
t−t0i
ηi−t0i

)βi]
, t > t0i

0, t < t0i ,

(5.1.2)

a função não con�abilidade para cada componente é

Fq,i(t) =


1− exp 1

2−qi

[
− (2− qi)

(
t−t0i
ηi−t0i

)βi]
, t > t0i

0, t < t0i ,

(5.1.3)
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ou utilizando a de�nição da Eq. (??)

Fq,i(t) = 1−

[
1 + (qi − 1)

(
[t− t0i ]+
ηi − t0i

)βi] 2−qi
1−qi

+

with qi 6= 1, (5.1.4)

e a função con�abilidade de cada componente é

Rq,i(t) =


exp 1

2−qi

[
− (2− qi)

(
t−t0i
ηi−t0i

)βi]
, t > t0i

1, t < t0i ,

(5.1.5)

ou

Rq,i(t) =

[
1 + (qi − 1)

(
[t− t0i ]+
ηi − t0i

)βi] 2−qi
1−qi

+

with qi 6= 1. (5.1.6)

A função taxa de falha hq,i é

hq,i(t) =
f q,i(t)

Rq,i(t)
, (5.1.7)

5.2 Portas das Árvores de Falha Dinâmicas

Árvores de Falha Dinâmicas (AFD) usam as portas AND, OR e KofN de�nidas para

as Árvores de Falha (estáticas). Além das portas lógicas estáticas, as AFD conseguem

modelar componentes sobressalentes, falhas que ocorrem apenas se as entradas falham em

uma ordem especí�ca, situações de dependência nas quais a falha de uma entrada provoca

a falha em outra entrada e ainda con�gurações em que a falha só pode acontecer em uma

ordem prede�nida das entradas.

Esta seção apresenta o cálculo exato para a con�abilidade resultante de cada tipo de

porta de uma AFD e veri�ca tais valores com o Método de Monte Carlo (MC). O método

de MC foi executado com a geração de 50.000 valores aleatórios para cada componente

ou evento.

Seja X uma variável aleatória que denota tempo de funcionamento e segue a distri-

buição q-Weibull. A função inversa da não con�abilidade F−1
q (•) é usada para calcular

cada valor de tempo X correspondente a uma não con�abilidade gerada aleatoriamente
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U (veja Lemieux (2009)).

A aplicação de lnq em ambos os lados da Eq. (4.2.1) resulta em

ln 1
2−qi

[1− F q,i(t)] =

[
− (2− qi)

(
t− t0i
ηi − t0i

)βi]
, (5.2.1)

que elada ao termo 1
βi
�ca

{
ln 1

2−qi
[1− F q,i(t)]

qi − 2

} 1

βi
=

t− t0i
ηi − t0i

. (5.2.2)

Assim temos

t = t0i + (ηi − t0i)

{
ln 1

2−qi
[1− F q,i(t)]

qi − 2

} 1

βi
. (5.2.3)

Assuma que U é uma variável aleatória entre 0 e 1 que segue a distribuição uniforme.

Esta variável será associada ao valor da função não con�abilidade Fq,i(t)

U ∼ U (0, 1) . (5.2.4)

Note que U e 1− U são iguais e os tempos aleatórios são gerados por

X = F−1 (U) = t0i + (ηi − t0i)

(
ln 1

2−qi
U

qi − 2

) 1

βi
, (5.2.5)

ou utilizando a de�nição de lnq da Eq. (3.1.3)

X = F−1 (U) = t0i + (ηi − t0i)


(
U

1−qi
2−qi −1
qi−1

) 1

βi , q 6= 1

(-lnU)
1

βi , q = 1

. (5.2.6)

Foram criados 18 componentes hipotéticos cujos tempos de funcionamento seguem

a distribuição q-Weibull conforme mostrado na Tabela 5.1. Estes componentes são as

entradas das portas AND, OR, KofN, PDep PAnd e SEQ. A Tabela 5.2 mostra os parâ-

metros de outros 5 componentes hipotéticos utilizados nas portas WSP. O tempo limite

máximo tlim (veja Eq. (3.2.11)) é o tempo a partir do qual é certeza haver falha. tlimatv

e tlimdor são estes tempos calculados para componentes em estado ativo e dormência. O
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termo dormência e o seu respectivo fator α são explicados na subseção 5.2.7.

Tabela 5.1: Parâmetros da q-Weibull dos componentes (C1 a C18), valores tlim e formatos
da função taxa de falha.
Componente β η (h) t0 (h) q α tlim Formato

C1 0,5 5000 0 1,2 1 ∞ Decrescente
C2 1 4000 0 1 1 ∞ Constante
C3 10 10000 0 0,5 1 10717,7 Crescente
C4 2,5 2500 0 1,2 1 ∞ Unimodal
C5 0,5 4500 0 0,5 1 18000 Banheira
C6 2,5 4500 0 1,2 1 ∞ Unimodal
C7 0,5 5000 0 0,6 1 31250 Banheira
C8 2,5 3500 0 1,5 1 ∞ Unimodal
C9 0,5 4500 0 0,4 1 12500 Banheira
C10 4 1500 0 1,5 1 ∞ Unimodal
C11 1 1000 0 1 1 ∞ Constante
C12 1 2000 0 1 1 ∞ Constante
C13 0,5 3500 0 0,5 1 14000 Banheira
C14 10 10000 0 1 1 ∞ Crescente
C15 10 7000 0 1 1 ∞ Crescente
C16 1 10000 0 1 1 ∞ Constante
C17 1 600 0 1 1 ∞ Constante
C18 8 1500 0 1,5 1 ∞ Unimodal

Tabela 5.2: Parâmetros da q-Weibull para os componentes das portas WSP, tempos
ttimatv e tlimdor e formatos das curvas de taxa de falha.

Componente β η (h) t0 (h) q α tlimatv tlimdor Formato
C20 0,5 5000 0 1,2 0,5 ∞ ∞ Decrescente
C21 1 4000 0 1 0,5 ∞ ∞ Constante
C22 10 10000 0 1 0,5 ∞ ∞ Crescente
C23 2,5 2500 0 1,2 0,5 ∞ ∞ Unimodal
C24 0,5 4500 0 0,5 0,5 18000 36000 Banheira

O valores dos parâmetros foram escolhidos de forma a obter uma visualização me-

lhor nos grá�cos de falha acumulada e taxa de falha e para cobrir o maior número de

combinações de formatos de taxas de falhas das entradas de cada porta. A taxa de falha

do componente C3 é crescente, tal como as dos componentes C14 e C15. Contudo o com-

ponente C3 tem um corte na curva de não con�abilidade em tlim = 10717, 7 h (veja Tabela

5.1 e Figura 5.2.1), assim Fq,C3(t > tlim) = 1, enquanto que em C14 a não con�abilidade

tende assintoticamente a 1 para t→∞.
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tlim = 10,72´ 103 h
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Figura 5.2.1: Fq,C3(t) com linha contínua Fq,C14(t) com linha tracejada.

Como consequência do corte da função de falha acumulada, a função taxa de falha

diverge em tlim. A taxa de falha não pode ser calculada para valores superiores a tlim,

o que signi�ca dizer que nenhum item sobrevive além de tlim e portanto nenhum item é

capaz de falha em t > tlim. Uma vez que o objetivo é analisar o formato geral das taxas

de falha resultantes das portas, evita-se tratar esta descontinuidade e parâmetros que

proporcionem uma taxa de falha crescente, entretanto sem divergência, foram adotados.

tlim = 10,72´ 103 h

C3
C14

4 6 8 10 12 14
0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

t H103hL

h q
H1

0-
2 h-

1 L

Figura 5.2.2: hq,C3(t) com linha contínua hq,C14(t) com linha tracejada.

Os componentes das entradas das portas AND, OR, KofN, PDep, PAnd e SEQ e os

formatos de entrada de cada caso são mostrados na Tabela 5.3. Os casos marcados com

* são possíveis graças à distribuição q-Weibull não ser monótona. Note que nestes casos,
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pelo menos uma entrada tem função taxa de falha com formato unimodal ou banheira. A

rigor, o diferencial da utilização desta distribuição pode ser visto mais claramente nestes

casos, embora isto nem sempre possa ser evidenciado nos formatos de taxa de falha.

Tabela 5.3: Componentes de entradas das portas AND, OR, KofN, PDep, PAnd e SEQ.
Caso AND OR PDep Pand Seq Entradas Caso KofN Entradas

a) 1�2 1�2 1�2 1�2 1�2 ↘ � a) 1�2�15 ↘ � ↗
b) 1�15 1�15 1�15 1�14 1�14 ↘ ↗ b)* 1�2�4 ↘ � ∩

c)* 1�4 1�6 1�10 1�4 1�4 ↘ ∩ c)*
1�11�5
1�12�5
1�2�5

↘ � ∪

d)* 1�9 1�5 1�5 1�5 1�5 ↘ ∪ d)* 1�15�10 ↘ ↗ ∩
e) 2�15 2�15 2�14 2�14 2�14 � ↗ e)* 1�15�9 ↘ ↗ ∪
f)* 2�4 2�8 11�10 11�10 11�10 � ∩ f)* 1�4�9 ↘ ∩ ∪
g)* 12�5 2�7 12�5 12�5 12�5 � ∪ g)* 11�15�18 � ↗ ∩
h)* 15�8 15�10 14�10 14�10 14�10 ↗ ∩ h)* 11�15�13 � ↗ ∪
i)* 15�5 15�5 15�5 15�5 15�5 ↗ ∪ i)* 2�10�13 � ∩ ∪
j)* 4�7 10�9 10�9 10�9 10�9 ∩ ∪ j)* 15�10�13 ↗ ∩ ∪

Legenda
↘ Decrescente � Constante ↗ Crescente ∩ Unimodal ∪ Banheira

Os componentes das portas WSP e os formatos das taxas de falha das respectivas

entradas são mostrados na Tabela 5.4. Os casos assinalados com * são possíveis apenas

com a implementação da distribuição q-Weibull na porta WSP.

Tabela 5.4: Componentes de entrada das portas WSP.
Caso WSP Entradas
1) 20�20 ↘ ↘
2) 21�21 � �
3) 22�22 ↗ ↗
4)* 23�23 ∩ ∩
5)* 24�24 ∪ ∪
6)* 23�24 ∩ ∪
7)* 24�24�24 ∪ ∪ ∪

Legenda
↘ Decrescente
� Constante
↗ Crescente
∩ Unimodal
∪ Banheira

5.2.1 AND

A saída da porta AND apresenta estado falho se todas as suas entradas estão falhas.

Esta porta representa uma associação de componentes em paralelo se a função de interesse

é a não con�abilidade. A não con�abilidade resultante numa porta AND em função das

não con�abilidades de seus componentes de entrada é expressa por:
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ANDlist(t) =
n∏
j=1

Fq,listj(t) , (5.2.7)

onde list é um conjunto de índices que representam todos os componentes de entrada da

porta AND, n é o número total de entradas da porta e t é o instante de tempo. Assim

uma porta AND que tem como entradas os componentes C5 e C8 �ca ANDC5,C8(t) =
2∏
j=1

Fq,listj(t) onde list = {5; 8}. Para a distribuição q-Weibull temos a função de falha

acumula

ANDlist(t) =
∏

i=list1,2,··· ,n


1−

[
1 + (qi − 1)

(
[t−t0i ]+
ηi − t0i

)βi] qi−2

qi−1

+

, qi 6= 1

1− exp

[
−
(

[t−t0i ]+
ηi − t0i

)βi]
, qi = 1


(5.2.8)

e função densidade de falha equivalente, ou seja, a derivada temporal da Equação (5.2.8)

é

AND
′

list(t) =
n∑
i=1

(
n∏
j=1

{
Fq,listj(t) , i 6= j

fq,listj(t) , i = j

)
(5.2.9)

A Figura 5.2.3 mostra a representação simbólica de uma porta AND.

Figura 5.2.3: Representação simbólica da porta AND

Cada entrada da porta AND recebe um valor de tempo de falha. A porta devolve
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o maior tempo de falha de suas entradas, isto é, ela falha quando todas as suas entradas

assumirem o estado falho. O método é então repetido e uma distribuição de tempos de

falha é construída para a porta AND. A con�abilidade da porta AND pode ser calculada

ao dividir o tempo total em intervalos e calcular a proporção de amostras que sobrevivem

ao �m de cada intervalo. O valor da não con�abilidade é o complemento deste valor. Para

ilustrar melhor o método, considere o exemplo da Tabela 5.5 onde temos 1000 valores de

tempo de funcionamento em meses para compressores de refrigerador.

Tabela 5.5: Dados do teste de 1000 compressores de refrigerador. Adaptado de Krishna-
moorthi (1992).

Intervalo

em meses

Número

de falhas

Sobrevivente

ao �m do

intervalo

Con�abilidade

ao �m do

intervalo

Não Con�-

abilidade

ao �m do

intervalo

0− 0 0 1000 1,000 0

0 < t ≤ 10 347 653 0,653 0,347

10 < t ≤ 20 61 592 0,592 0,408

20 < t ≤ 30 69 523 0,523 0,477

30 < t ≤ 40 87 436 0,436 0,564

40 < t ≤ 50 101 335 0,335 0,665

50 < t ≤ 60 103 232 0,232 0,768

60 < t ≤ 70 101 131 0,131 0,869

70 < t ≤ 80 97 34 0,034 0,966

80 < t ≤ 90 34 0 0,000 1

Total 1000

A primeira coluna mostra os intervalos de tempo em meses considerados. A coluna

intitulada como número de falhas mostra quantos valores de tempo de falha ocorrem em

cada intervalo. O total desta coluna é igual ao total de amostras de tempo. A terceira

coluna apresenta a quantidade de sobreviventes, ou seja, itens que ainda estão em estado

operacional, ao �m de cada intervalo. A con�abilidade é a proporção de sobreviventes ao

�nal de cada intervalo em relação ao total de itens analisados e a não con�abilidade ou

falha acumulada é o complementar da con�abilidade. Neste exemplo a não con�abilidade

aos dez meses de idade é : F (10) = 0, 347.

O algoritmo para cálculo da não con�abilidade da porta AND (veja Algoritmo 5.1)

tem m parâmetros de entrada que são os conjuntos de parâmetros da distribuição q-

Weibull para cada uma das entradas, a saber: component_1, component_2,· · · , compo-

nent_m. O valor de saída do algoritmo é a lista times (tempos de falha da porta AND).

Durante a execução são usadas as variáveis ti (tempo aleatório) e n (quantidade de tem-

pos aleatórios) e as funções InvF(component) que retorna um tempo aleatório seguindo

a distribuição q-Weibull com parâmetros especi�cados por componente e max[t1, t2, ...,
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tm] que retorna o maior dos valores t1, t2, ..., tm.

Algoritmo 5.1 AND_Monte_Carlo (component_1, component_2,· · · , component_m)
Input(component_1,...,component_m)

n=0

times={}

While n < 50.000

t1=InvF(component_1)

t2=InvF(component_2)

...

tm=InvF(component_m)

times=times+{max[t1,t2,...,tm]}

n=n+1

End_While Output(times)

A Figura 5.2.4 mostra o grá�co da função não con�abilidade ANDC4,C7 e das en-

tradas C4 e C7. Note que o valor da não con�abilidade resultante AND é inferior aos

valores de não con�abilidade dos componentes e que esta diferença diminui à medida em

tais valores se aproximam dos limites 0 e 1.
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Figura 5.2.4: Não con�abilidade para a porta ANDC4,C7(t) em linha contínua, Fq,C4(t)
com linha tracejada e Fq,C7(t) com linha traço-ponto. Os resultados de
Monte Carlo são representados em círculos.

De acordo com os formatos das funções taxa de falha dos componentes podem ser

obtidos vários formatos de taxa de falha resultante. As Figuras 5.2.5 e 5.2.6 mostram

alguns exemplos.
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Figura 5.2.5: Funções taxa de falha para uma porta AND e suas duas entradas. Primeira
entrada em linha tracejada, segunda em linha traço-ponto e saída em linha
contínua. Entradas de cada painel: a) C1 e C2; b) C1 e C15; c) C1 e C4; d)
C1 e C9; e) C2 e C15 e f) C2 e C4 .
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Figura 5.2.6: Funções taxa de falha para uma porta AND e suas duas entradas. Primeira
entrada em linha tracejada, segunda em linha traço-ponto e saída em linha
contínua. Entradas de cada painel: g) C12 e C5; h)C15 e C8; i) C15 e C5; j)
C4 e C7.

Os valores dos parâmetros utilizados nas Figuras 5.2.5 e 5.2.6 são mostrados na

Tabela 5.1. Cada curva de taxa de falha da saída AND foi construída a partir de uma

porta com duas entradas. Os formatos das taxas de falha dos componentes e formato

resultante são mostrados na Tabela 5.6.
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Tabela 5.6: Formatos da função taxa de falha das entradas e saída de portas AND.
Painel Entrada I Entrada II Saída AND

a) C1 decrescente C2 constante Unimodal

b) C1 decrescente C15 crescente Unimodal

c) C1 decrescente C4 unimodal Unimodal

d) C1 decrescente C9 formato de �U� Decrescente

e) C2 constante C15 crescente Unimodal-constante

f) C2 constante C4 unimodal Unimodal-constante

g) C12 constante C5 formato de �U� Degrau-unimodal

h) C15 crescente C8 unimodal. Unimodal

i) C15 crescente C5 formato de �U� Unimodal-crescente

j) C4 unimodal C7 formato de �U� Unimodal-crescente

As Figuras 5.2.5 e 5.2.6 não esgotam todas as possibilidades de formato, uma vez

que não foram cobertas todas as possibilidades de valores dos parâmetros nem criadas

�guras para AND com 3 ou mais entradas. Murthy, Xie e Jiang (2004) nomeia de tipo

III(c) um arranjo de funções de falha acumulada com modelos Weibull modi�cados similar

a AND e classi�ca alguns formatos de taxa de falha.

5.2.2 OR

A porta OR resulta em estado falho se pelo menos uma de suas entradas falha. Esta

porta representa uma associação em série onde se pelo menos um componente falha, todo

o conjunto da associação falha. A função de falha acumulada para a porta OR é expressa

por

ORlist(t) = 1−
n∏
j=1

[
1− Fq,listj(t)

]
, (5.2.10)

onde t é o instante de tempo, n é o número de entradas da porta e list é um conjunto

com os índices de identi�cação de todos os componentes de entrada da porta. Se uma

porta OR tem como entrada os componentes C11 e C2, temos list = {11, 2} e a não

con�abilidade da associação igual a ORC11,C2 . A função de falha acumulada resultante de

uma porta OR considerando a distribuição q-Weibull da Equação (5.1.3) é

ORlist(t) = 1−
∏

i=list1,2,··· ,n



[
1 + (qi − 1)

(
[t−t0i ]+
ηi − t0i

)βi] qi−2

qi−1

+

, qi 6= 1

exp

[
−
(

[t−t0i ]+
ηi − t0i

)βi]
, qi = 1


, (5.2.11)
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e a sua derivada em relação ao tempo é

OR
′

list(t) =
n∑
i=1

(
n∏
j=1

{
1− Fq,listj(t) , i 6= j

fq,listj(t) , i = j

)
, (5.2.12)

A Figura 5.2.7 mostra a representação simbólica de uma porta OR.

Figura 5.2.7: Representação simbólica da porta OR.

Em cada ciclo da simulação de Monte Carlo, um valor de tempo para cada entrada

da porta OR é gerado, segundo a Equação (5.2.6). A porta devolve o menor dos tempos de

suas entradas, ou seja, o tempo em que ocorreu a primeira falha em uma de suas entradas.

Os ciclos são repetidos um grande número de vezes e assim tem-se uma distribuição de

tempos da porta, conforme mostrado no Algoritmo 5.2. O algoritmo para a porta OR é

semelhante ao da porta AND no que diz respeito aos valores de entrada, saída, variáveis

e funções envolvidas exceto pelo uso da função min[t1, t2, ..., tm] que retorna o menor

dos valores de entrada.

Algoritmo 5.2 OR_Monte_Carlo (component_1, component_2,· · · , component_m)
Input(component_1,...,component_m)

n=0

times={}

While n<50.000

t1=InvF(component_1)

t2=InvF(component_2)

...

tm=InvF(component_m)

times=times+{min[t1,t2,...,tm]}

n=n+1

End_While Output(times)
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A Figura 5.2.8 mostra as curvas de não co�abilidade de uma porta OR e suas

entradas.
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Figura 5.2.8: Função não con�abilidade resultante da porta ORC10,C9(t) em linha contínua
e não con�abilidade de suas entradas: Fq,C10(t) em linha tracejada e Fq,C9(t)
representada por linha traço-ponto. Os círculos são valores gerados pela
simulação de Monte Carlo.

As Figuras 5.2.9 e 5.2.10 apresentam alguns dos formatos de taxa de falha resultante

em uma porta OR de duas entradas. Note que o formato da função taxa de falha mostrada

em b) é semelhante à curva da banheira modelada pela distribuição q-Weibull. Logo

a distribuição q-Weibull pode representar, desde que com os parâmetros adequados, o

comportamento da falha resultante de dois modos de falha distintos: um com taxa de

falha decrescente e outro crescente. Murthy, Xie e Jiang (2004) faz referência ao modelo

Weibull modi�cado denominado de tipo III(b) no qual por meio de uma associação OR

podem ser obtidos três formatos de taxa de falha: decrescente, crescente e curva da

banheira.
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a) Decrescente-constante b) Curva da banheira
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c) Decrescente-unimodal (tobogã) d) Curva da banheira
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e) Constante-crescente f) Unimodal deslocada para cima

Figura 5.2.9: Funções taxa de falha para uma porta OR e suas duas entradas. Primeira
entrada em linha tracejada, segunda em linha traço-ponto e saída em linha
contínua. Entradas de cada painel: a) C1 e C2; b) C1 e C15; c) C1 e C6; d)
C1 e C5; e) C2 e C15 e f) C2 e C8.
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g) Curva da banheira h) Unimodal-crescente
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i) Curva da banheira j) Formato de �W�

Figura 5.2.10: Funções taxa de falha para uma porta OR e suas duas entradas. Primeira
entrada em linha tracejada, segunda em linha traço-ponto e saída em linha
contínua. Entradas de cada painel: g) C2 e C7; h)C15 e C10; i) C15 e C5; j)
C10 e C9.

Os valores dos parâmetros utilizados nas Figuras 5.2.9 e 5.2.10 são mostrados na

Tabela 5.1. Cada curva de taxa de falha da saída OR foi construída a partir de uma porta

com duas entradas. Os formatos das taxas de falha dos componentes e formato resultante

são mostrados na Tabela 5.7.
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Tabela 5.7: Formatos da função taxa de falha das entradas e saída de portas OR.
Painel Entrada I Entrada II Saída OR

a) C1 decrescente C2 constante Decrescente-constante

b) C1 decrescente C15 crescente Formato de �U�

c) C1 decrescente C6 unimodal Decrescente-unimodal ou tobogã

d) C1 decrescente C5 formato de �U� Formato de �U�

e) C2 constante C15 crescente Constante-crescente

f) C2 constante C8 unimodal Unimodal deslocada para cima

g) C2 constante C7 formato de �U� Formato de �U� deslocado para cima

h) C15 crescente C10 unimodal. Unimodal-crescente

i) C15 crescente C5 formato de �U� Formato de �U�

j) C10 unimodal C9 formato de �U� Formato de �W�

5.2.3 KofN

KofN é uma associação de n componentes que resulta em falha se pelo menos k dos

n falham. A porta KofN pode ser interpretada como uma associação de portas AND e

OR que produzirá o estado falho quando no mínimo k de suas entradas estão em estado

falho. A função de falha acumulada para esta porta é

KofNlist, k(t) =

=
2m−1∑
x=0



m∏
j=1

[
xj + (1− 2xj)Fq,listj (t)

]
,

m∑
j=1

xj ≤ (m− k)

0,
m∑
j=1

xj > (m− k)

,

(5.2.13)

e sua derivada temporal é

KofN
′

list, k(t) =

=
2m−1∑
x=0



m∑
i=1

 m∏
j=1


[

xj + (1− 2xj)×
×Fq,listj (t)

]
, i 6= j

(1− 2xj) fq,listj (t) , i = j

 , m∑
j=1

xj ≤ (m− k)

0,
m∑
j=1

xj > (m− k)

,

(5.2.14)
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onde list é um conjunto dos índices de todas entradas da porta KofN, m é a quantidade de

entradas da porta, k é o número mínimo de entradas falhas que causam a falha da porta,

t é o instante de tempo e xj é o j-ésimo bit da representação de x na base 2, sendo que

j = 1 é o bit mais signi�cativo. Por exemplo se list = {2, 5, 7} e k = 2, temos tempos

uma porta 2de3, m = 3, x varia de 0 até 23− 1 = 7 e quando x = 6 temos x1 = 1, x2 = 1

e x3 = 0 pois 610 = 1102. Esta situação signi�ca que C2 e C5 estão funcionando e C7 está

falho. A Figura 5.2.11 mostra a representação simbólica da porta KofN.

Figura 5.2.11: Representação simbólica da porta KofN.

Na simulação de Monte Carlo, a porta KofN retorna como tempo de falha o k-ésimo

menor instante de tempo de falha de suas entradas. Por exemplo se os tempos de entrada

numa porta 2de3 são 11h, 45h, e 19h, a porta retorna 19h, o segundo menor tempo. O

Algoritmo 5.3 recebe, como dados de entrada, os parâmetros de cada componente de suas

entradas e o valor k. Gera um valor de tempo aleatório para cada componente a cada ciclo

de execução e armazena tais valores em ordem crescente na variável sample. O k-ésimo

valor de tempo desta variável é armazenado na lista times. Os ciclos são repetidos 50.000

vezes e uma distribuição de tempos de falha é retornada.
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Algoritmo 5.3 KofN_Monte_Carlo (component_1, component_2,· · · , component_n,
k)
Input(component_1,...,component_n,k)

j=0

times={}

While j<50.000

t1=InvF(component_1)

t2=InvF(component_2)

....

tm=InvF(component_n)

sample=sort[{t1,t2,...,tm}]

times=times+{sample[k]}

j=j+1

End_While Output(times)

A Figura 5.2.12 mostra os valores de não con�abilidade para uma porta KofN e suas

entradas.
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Figura 5.2.12: Função não con�abilidade resultante KofN{C1,C10,C13},2(t) traçada com li-
nha contínua, Fq,C1(t) em linha tracejada, Fq,C10(t) em linha traço ponto
e Fq,C13(t) representada em linha pontilhada. Os círculos representam os
valores de não con�abilidade gerados por simulação de Monte Carlo.

As Figuras 5.2.13 e 5.2.14 mostram alguns exemplos de curvas de taxa de falha de

portas KofN e de suas 3 entradas.
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(c) Unimodal-crescente (c*) Bimodal
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(c**) Unimodal achatada (d) Bimodal

Figura 5.2.13: Funções taxa de falha de portas KofN e suas 3 entradas. As funções taxa
de falha das entradas estão em linha tracejada, traço-ponto e pontilhada,
a saída é apresentada em linha contínua. Os componentes usados em cada
painel são: a)C1, C2 e C15; b) C1, C2 e C4; c) C1, C11 e C5; c*) C1, C12 e
C5; c**) C1, C2 e C5; d) C1, C15 e C10.
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(e) Unimodal-crescente (f) Bimodal
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(g) Bimodal (h) Degrau-unimodal-crescente
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Figura 5.2.14: Funções taxa de falha de portas KofN e suas 3 entradas. As funções taxa
de falha das entradas estão em linha tracejada, traço-ponto e pontilhada,
a saída é apresentada em linha contínua. Os componentes usados em cada
painel são: e) C1, C15 e C9; f) C1, C4 e C9; g) C17, C15 e C18; h) C11, C15 e
C13; i) C2, C10 e C13; j) C15, C10 e C13.

Em todos grá�cos das Figuras 5.2.13 e 5.2.14, a curva de não con�abilidade da porta

está traçada em linha contínua, e as curvas das entradas estão em linha tracejada, traço-

ponto e pontilhada respectivamente, segundo a ordem em que aparecem nas descrições:
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A Tabela 5.8 mostra os formatos das entradas e saídas das portas PDep das Figuras

5.2.17 e 5.2.18.

Tabela 5.8: Formatos da função taxa de falha das entradas e saída de portas KofN.
Parte Entrada I Entrada II Entrada III Saída KofN

a) C1 decrescente C2 constante C15 crescente Unimodal-constante

b) C1 decrescente C2 constante C4 unimodal Unimodal-constante

c) C1 decrescente C11 constante C5 formato de �U� Unimodal-crescente

c*) C1 decrescente C12 constante C5 formato de �U� Bimodal

c**) C1 decrescente C2 constante C5 formato de �U� Unimodal achatada

d) C1 decrescente C15 crescente C10 unimodal Bimodal

e) C1 decrescente C15 crescente C9 formato de �U� Unimodal-crescente

f) C1 decrescente C4 unimodal C9 formato de �U� Bimodal

g) C17 constante C15 crescente C18 unimodal Bimodal

h) C11 constante C15 crescente C13 formato de �U� Degrau-unimodal-crescente

i) C2 constante C10 unimodal C13 formato de �U� Bimodal

j) C15 crescente C10 unimodal. C13 formato de �U� Bimodal-crescente

Note que os itens c), c*) e c**) foram calculados com entradas com taxa de falha

de formatos decrescente, constante e de formato de �U�. O que diferencia estes grá�cos

é o valor da taxa de falha constante tomado em cada caso. À medida em que aumenta,

este valor torna a taxa de falha resultante em unimodal achatada, bimodal e unimodal-

crescente. Os valores de todos os parâmetros utilizados estão na Tabela 5.1.

5.2.4 PDep � Dependência probabilística (Probabilistic dependency)

A porta PDep representa uma associação em que um evento gatilho (T ) induz a

falha de componentes dependentes, quaisquer que sejam seus estados operacionais (falho

ou não falho). Toda vez que um evento gatilho ocorre, seus componentes dependentes

falham com probabilidade pd ≤ 1. Segundo Bobbio et al. (2008), PDep é a generalização

da porta FDEP que apresenta apenas pd = 1. Nesta porta, a falha do componente não

tem in�uência sobre o evento gatilho. A probabilidade de ocorrência do evento gatilho é

FT (t) =

tˆ

0

fT (t1)dt1, (5.2.15)

onde fT (t1) é o valor da função densidade de probabilidade do evento gatilho para o tempo

t1.

A probabilidade de falha de cada componente no instante t é Fq,i(t) e o seu com-

plemento é FC
q,i(t) = Rq,i(t). A probabilidade do componente ser levado a falhar devido
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exclusivamente ao gatilho é pd, então a probabilidade de falha para cada componente

PDep é

PDepi,T (t) = FT (t)Fq,i(t) + FC
T (t)Fq,i(t) + FT (t)FC

q,i(t)pd

= Fq,i(t)
[
FT (t) + FC

T (t)
]

+ FT (t)FC
q,i(t)pd

= Fq,i(t) + (1− Fq,i(t))FT (t)pd,

(5.2.16)

a função densidade de falha de falha para a porta PDep, ou seja, a derivada em

relação ao tempo da não con�abilidade é

PDep
′
i,T (t) = fq,i(t) + (1− Fq,i(t))

′
FT (t)pd + (1− Fq,i(t)) fT (t)pd

= fq,i(t)− fq,i(t)FT (t)pd + (1− Fq,i(t)) fT (t)pd

= fq,i(t) (1− FT (t)pd) + (1− Fq,i(t)) fT (t)pd.

(5.2.17)

A Figura 5.2.15 mostra a representação simbólica de uma porta PDep com um

gatilho T e n entradas de componentes.

Figura 5.2.15: Representação simbólica de uma porta PDep.

A porta PDep retorna o valor de tempo de falha de seu gatilho se este tempo é

menor que o tempo de falha do componente afetado pelo gatilho e, por outro lado, a

porta retorna o tempo de falha do componente se este for menor. Para portas PDep com

vários componentes de entrada, o raciocínio é o mesmo, de forma que as análises seguintes

vão abordar, apenas para simpli�cação, uma porta PDep com apenas uma entrada.

O Algoritmo 5.4 recebe como dados de entrada os parâmetros de seu componente,

do gatilho e o valor de probabilidade pd. Os tempos de falha do componente e do gatilho

são gerados segundo a Equação 5.2.6 e armazenados nas variáveis t_comp e t_trig respec-

tivamente. Se t_comp é menor que t_trig então o componente falhou sem a ocorrência

do evento gatilho e seu tempo de falha é armazenado na variável sample. Caso contrário,

um valor aleatório entre 0 e 1 é gerado e comparado com a variável pd. Se este valor é
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menor ou igual a pd signi�ca que o gatilho provocará a falha do componente e o valor da

variável t_trig será atribuído a variável sample, guardando assim o tempo de mais uma

amostra. Caso contrário, a amostra será o tempo de falha do componente. Estes passos

são repetidos um grande número de vezes e a lista times será devolvida com a distribuição

dos tempos da porta PDep.

Algoritmo 5.4 PDep_Monte_Carlo (component, trigger, pd)
Input(component, trigger, pd)

j=0

times={}

While j < 50.000

t_comp=InvF(component)

t_trig=InvF(trigger)

If t_comp <= t_trig then

sample=t_comp

Else

If Random(0;1) <= pd then

sample=t_trig

else

sample=t_comp

End_If

End_If

times=times+{sample}

j=j+1

End_While Output(times)

A Figura 5.2.16 mostra as curvas de não con�abilidade para a porta PDep, o com-

ponente de entrada e seu gatilho.
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Figura 5.2.16: Função não con�abilidade PDepC14,C10(t) calculada com pd = 0, 9 em linha
contínua e as não con�abilidades do componente Fq,C14(t) em linha trace-
jada e do gatilho Fq,C10(t) em linha traço-ponto. Os círculos representam a
não con�abilidade calculada por Monte Carlo. Todos os parâmetros estão
mostrados na Tabela 5.1.

As Figuras 5.2.17 e 5.2.18 mostram as funções taxa de falha para portas PDep em

linha contínua, para seu componente em linha tracejada e para o gatilho em linha traço-

ponto. Uma vez que, gatilho e componente têm funções diferentes, no mesmo grá�co

também é mostrada a curva da taxa de falha PDep (em linha cinza) com a seguinte

con�guração: componente em linha traço-ponto e gatilho em linha tracejada.
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a) Decrescente; decrescente-constante b) Decrescente-unimodal; formato de �U�
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c) Decrescente-unimodal (tobogã) d) Decrescente; formato de �U�
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e) Unimodal deslocada; constante-crescente f) Unimodal deslocada; unimodal

Figura 5.2.17: Funções taxa de falha da porta PDep representadas em linhas contínuas
preta e cinza e de suas entradas, em linha tracejada e traço-ponto. A curva
mostrada em linha preta contínua tem componente em linha tracejada e
gatilho em traço-ponto. A taxa de falha em linha cinza contínua tem o
componente em linha traço-ponto e o gatilho em linha tracejada. Para
cada painel os componentes das curvas tracejadas e traço ponto são res-
pectivamente: a)C1 e C2; b)C1 e C15; c)C1 e C10; d)C1 e C5; e)C2 e C14;
f)C11 e C10. Os parâmetros utilizados estão na Tabela 5.1.
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g) Decrescente-constante; formato de �U� h) Unimodal-crescente; bimodal
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i) Formato de �U�; formato de �W�
j) Decrescente-unimodal (tobogã);

formato de �W�

Figura 5.2.18: Extensão da Figura 5.2.17 para os casos i) e j). Os componentes em cada
painel (linhas tracejada e traço-ponto) são: g)C12 e C5; h)C14 e C10; i)C15

e C5; j)C10 e C9.

A Tabela 5.9 mostra os formatos das entradas e saídas das portas PDep das Figuras

5.2.17 e 5.2.18.
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Tabela 5.9: Formatos da função taxa de falha das entradas e saída de portas PDep.

Parte Entrada I Entrada II

Taxa de falha

I componente

II gatilho

Taxa de falha

II componente

I gatilho

a) C1 decrescente C2 constante Decrescente Decrescente-constante

b) C1 decrescente C15 crescente Decrescente-unimodal Formato de �U�

c) C1 decrescente C10 unimodal Decrescente-unimodal Decrescente-unimodal

d) C1 decrescente C5 formato de �U� Decrescente Formato de �U�

e) C2 constante C14 crescente Unimodal deslocada Constante-crescente

f) C11 constante C10 unimodal Unimodal deslocada Unimodal

g) C12 constante C5 formato de �U� Decrescente-constante Formato de �U�

h) C14 crescente C10 unimodal. Unimodal-crescente Bimodal

i) C15 crescente C5 formato de �U� Formato de �U� Formato de �W�

j) C10 unimodal C9 formato de �U� Decrescente-unimodal Formato de �W�

5.2.5 PAND � AND com Prioridade (Priority AND)

Esta porta resulta em estado falho se e somente se todas as suas entradas falham em

uma ordem prede�nida. A principal diferença entre as portas PAND e AND é que nesta

última a falha de todas as suas entradas gera falha na saída ao passo que numa PAND é

preciso que as falhas ocorram em uma ordem especi�cada.

A modelagem da porta PAND necessita da de�nição probabilística da sequência

de eventos. Sejam X1 e X2 duas variáveis aleatórias que assumem os valores x1 e x2

respectivamente. As funções densidade de probabilidade que controlam tais variáveis são

f1 (x1) e f2 (x2) mostradas na Figura 5.2.19.

Figura 5.2.19: Funções densidade de probabilidade f1(x1) e f2(x2).



90 Capítulo: 5 q-Weibull aplicada a Árvores de Falha Dinâmica

A probabilidade da variável aleatória X1 ser menor ou igual ao valor x2 é

P (X1 < x2) =

x1=x2ˆ

x1=0

f1(x1)dx1, (5.2.18)

assim a probabilidade de X1 < X2 até o valor t é

P (X1 < X2) =
x2=t´
x2=0

(
f2(x2)dx2

x1=x2´
x1=0

f1(x1)dx1

)
=

x2=t´
x2=0

x1=x2´
x1=0

f2(x2)f1(x1)dx1dx2.

(5.2.19)

Considerando as variáveis aleatórias como tempos de funcionamento de componentes

seguindo a distribuição q-Weibull, a probabilidade do componente C1 falhar antes do

componente C2 até o tempo t é

PANDC1,C2(t) =

x2=tˆ

x2=t02

x1=x2ˆ

x1=t01

fq,2(x2)fq,1(x1)dx1dx2. (5.2.20)

A formulação pode ser estendida para n componentes de entrada como

PANDC1,C2,··· ,Cn(t) =

xn=t´
xn=t0n

xn−1=xn´
xn−1=t0n−1

· · ·

· · ·
x2=x3´
x2=t02

x1=x2´
x1=t01

fq,n(xn)fq,n−1(xn−1) · · · fq,2(x2)fq,1(x1) dx1dx2 · · ·

· · · dxn−1dxn,

t01 ≤ t02 ≤ · · · ≤ t0n ,

(5.2.21)

a derivada em relação ao tempos de PANDC1,C2,··· ,Cn(t) é
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PAND
′
C1,C2,··· ,Cn(t) =

fq,n(t)
xn−1=t´

xn−1=t0n−1

xn−2=xn−1´
xn−2=t0n−2

· · ·

· · ·
x2=x3´
x2=t02

x1=x2´
x1=t01

fq,n−1(xn−1)fq,n−2(xn−2) · · · fq,2(x2)fq,1(x1) dx1dx2 · · ·

· · · dxn−2dxn−1,

t01 ≤ t02 ≤ · · · ≤ t0n

(5.2.22)

A Figura 5.2.20 mostra a representação simbólica da porta PAND. As entradas

resultam em falha se ocorrem da esquerda para a direita.

Figura 5.2.20: Representação simbólica da porta PAND.

A simulação de Monte Carlo é feita gerando n tempos até a falha segundo a distribui-

ção q-Weibull. A porta retornará o maior tempo de entrada se todos os tempos estiverem

em ordem crescente. Caso contrario a porta gera um tempo de saída in�nito. Os valo-

res de tempo in�nitos não são computados na contagem dos intervalos para o cálculo da

con�abilidade (veja Tabela 5.5), mas são considerados como amostras e esta quantidade

é armazenada na variável q. Uma vez que as falhas das entradas podem ocorrer fora da

ordem de�nida, nem todas as circunstâncias de entrada produzirão tempos �nitos e, por

consequência, esta porta produz limt→∞ PANDC1,C2,··· ,Cn(t) < 1. O Algoritmo 5.5 gera

um total de 50.000 valores de tempo �nitos que montam a distribuição de tempos de vida

da porta PAND.
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Algoritmo 5.5 PAND_Monte_Carlo (component_1, ..., component_m)
Input(component_1,...,component_m)

n=0

q=0

times={}

While n < 50.000

t1=InvF(component_1)

...

tm=InvF(component_m)

If t1 <= t2 <= ... <= tm then

times=times+{tm}

n=n+1

Else

times=times+{Infinity}

q=q+1

End_If

End_While

Output(times)

A Figura 5.2.21 mostra a função não con�abilidade da porta PAND e de suas en-

tradas.
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Figura 5.2.21: Função não con�abilidade PAndC10,C9(t) traçada em linha contínua, e
não con�abilidades Fq,C10(t), da primeira entrada, com linha tracejada e
Fq,C9(t), a segunda entrada com linha traço ponto. Os círculos são os re-
sultados da não con�abilidade calculada por Monte Carlo.

As Figuras 5.2.22 e 5.2.23 mostram alguns exemplos de funções taxa de falha para

uma porta PAND de duas entradas. A Tabela 5.10 mostra os componentes utilizados em

cada grá�co, os formatos de suas taxas de falha e os formatos da taxa de falha PAND.
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Note que para todos os exemplos testados não houve alteração no formato da taxa de falha

resultante PAND em decorrência da inversão de suas entradas. Os valores dos parâmetros

utilizados estão na Tabela 5.1.
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a) Unimodal; unimodal b) Unimodal; unimodal
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c) Unimodal; unimodal d) Decrescente; decrescente
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Figura 5.2.22: Funções taxa de falha para portas PAND de duas entradas. Em linha
preta contínua, para a falha do componente em linha tracejada antes do
componente em linha traço-ponto, em linha cinza contínua para a situação
inversa. Os detalhes mostram as menores taxas de falha resultantes do
grá�co principal. Os componentes das linhas tracejadas e traço-ponto são
respectivamente: a) C1 e C2; b) C1 e C14; c) C1 e C4; d) C1 e C5; e) C2 e
C14 e f) C11 e C10.
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g) Unimodal; unimodal h) Unimodal; unimodal
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Figura 5.2.23: Extensão da Figura 5.2.22 para os casos g), h), i) e j). Os componentes das
linhas tracejadas e traço-ponto de cada painel são respectivamente: g)C12

e C5; h)C14 e C10; i)C15 e C5 e j)C10 e C9.

Tabela 5.10: Formatos da função taxa de falha das entradas e saída de portas PAND.
Painel Entrada I (tracejada) Entrada II (traço-ponto) Taxa de falha
a) C1 decrescente C2 constante Unimodal
b) C1 decrescente C14 crescente Unimodal
c) C1 decrescente C4 unimodal Unimodal
d) C1 decrescente C5 formato de �U� Decrescente
e) C2 constante C14 crescente Unimodal
f) C11 constante C10 unimodal Unimodal
g) C12 constante C5 formato de "U" Unimodal
h) C14 crescente C10 unimodal Unimodal
i) C15 crescente C5 formato de "U" Unimodal
j) C10 unimodal C9 formato de "U" Unimodal
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5.2.6 SEQ � Sequência forçada (Sequence Enforcing)

A porta SEQ tem o funcionamento muito parecido com a porta PAND, entretanto

na SEQ as falhas só podem ocorrer em uma única ordem especí�ca. Então a porta SEQ

retorna falha quando todas suas entradas falham. A função de não con�abilidade desta

porta é

SEQC1,C2,··· ,Cn(t) =

KSEQ

xn=t´
xn=t0n

xn−1=xn´
xn−1=t0n−1

· · ·

· · ·
x2=x3´
x2=t02

x1=x2´
x1=t01

fq,n(xn)fq,n−1(xn−1) · · · fq,2(x2)fq,1(x1) dx1dx2 · · ·

· · · dxn−1dxn,

t01 ≤ t02 ≤ · · · ≤ t0n ,

(5.2.23)

onde

KSEQ = 1
xn=∞´
xn=t0n

···
x2=xn´
x2=t02

x1=x2´
x1=t01

fq,n(xn)···fq,2(x2)fq,1(x1)dx1dx2···dxn
.

t01 ≤ t02 ≤ · · · ≤ t0n

(5.2.24)

O termoKSEQ é um coe�ciente de normalização para a porta. Este valor é necessário

pela imposição de ordem das falhas inerente a SEQ. A derivada de SEQC1,C2,··· ,Cn(t) em

relação ao tempo é

SEQ
′
C1,C2,··· ,Cn(t) =

KSEQ fq,n(t)
xn−1=xn´

xn−1=t0n−1

xn−2=xn´
xn−2=t0n−2

· · ·

· · ·
x2=x3´
x2=t02

x1=x2´
x1=t01

fq,n−1(xn−1)fq,n−2(xn−2) · · · fq,2(x2)fq,1(x1) dx1dx2 · · ·

· · · dxn−2dxn−1,

t01 ≤ t02 ≤ · · · ≤ t0n ,

(5.2.25)

A Figura 5.2.24 mostra a representação simbólica da porta SEQ.
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Figura 5.2.24: Representação simbólica da porta SEQ.

O Algoritmo 5.6 recebe os parâmetros de todas as entradas da porta por meio das

variáveis component_1, . . ., component_m e executa o ciclo de geração dos tempos alea-

tórios. Os tempos são veri�cados a respeito de terem a mesma ordem especi�cada pelas

entradas da porta. Para cada veri�cação positiva, o maior tempo gerado é acrescentado

na lista times. O ciclo é repetido até que ocorram 50.000 veri�cações positivas (nisto

reside a diferença para o Algoritmo 5.5 da porta PAND), então a distribuição de tempos

de falha é retornada por meio da variável times.

Algoritmo 5.6 SEQ_Monte_Carlo (component_1, ..., component_m)
Input(component_1,...,component_m)

n=0

times={}

While n < 50.000

t1=InvF(component_1)

...

tm=InvF(component_m)

If t1 <= t2 <= ... <= tm then

times=times+{tm}

n=n+1

End_If

End_While

Output(times)

A Figura 5.2.25 mostra a não con�abilidade de uma porta SEQ e de suas entradas.
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Figura 5.2.25: Função não con�abilidade SEQC10,C9(t) em linha contínua, não con�abi-
lidade do primeiro componente Fq,C10(t) traçada em linha tracejada e do
segundo componente Fq,C9(t) em linha traço-ponto. Os círculos são os va-
lores de não con�abilidade calculados por simulação de Monte Carlo.

As Figuras 5.2.26 e 5.2.27 mostram, para alguns exemplos, as funções taxa de falha

para portas SEQ e sua entradas. Os parâmetros das distribuições estão na Tabela 5.1. A

Tabela 5.11 mostra os formatos das funções taxa de falha dos componentes e das saídas

das portas SEQ.



98 Capítulo: 5 q-Weibull aplicada a Árvores de Falha Dinâmica

0 5 10 15 20 25 30

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

t H103hL

h q
H1

0-
3 h-

1 L

0 5 10 15 20 25 30
0

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6

t H103hL

h q
H1

0-
4 h-

1 L

0 2 4 6 8 10
0

0,5

1

1,5

2

2,5

t H103hL

h q
H1

0-
4 h-

1 L

a) Crescente; unimodal b) Crescente; crescente

0 5 10 15 20 25 30
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

t H103hL

h q
H1

0-
3 h-

1 L

0 5 10 15 20 25 30
0

0,2

0,4

0,6

0,8

t H103hL

h q
H1

0-
4 h-

1 L

0 2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

t H103hL

h q
H1

0-
3 h-

1 L

c) Unimodal; unimodal d) Formato de �U�; formato de �U�
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e) Crescente; crescente f) Unimodal; crescente-constante

Figura 5.2.26: Funções taxa de falha de dois componentes e da porta SEQ. O primeiro
componente em linha tracejada e o segundo com linha traço ponto. A
função taxa de falha resultante da SEQ traçada em linha preta contínua
se refere a porta em que ocorre a falha do primeiro componente antes do
segundo. A curva contínua em cinza mostra a taxa de falha SEQ para
a falha do segundo componente antes do primeiro. O detalhe mostra o
grá�co da menor taxa de falha do grá�co principal. Os componentes das
taxas de falha em linhas tracejada e traço-ponto são: a) C1 e C2; b) C1 e
C14; c) C1 e C4; d) C1 e C5; e) C2 e C14 e f) C11 e C10
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g) Crescente; crescente h) Crescente; crescente
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i) Crescente; crescente j) Crescente; unimodal-crescente

Figura 5.2.27: Extensão da Figura 5.2.26 para os casos g), h), i) e j). Os componentes das
taxas de falha em linhas tracejada e traço-ponto são: g)C12 e C5; h)C14 e
C10; i)C15 e C5 e j)C10 e C9.

Tabela 5.11: Formatos da função taxa de falha das entradas e saída de portas SEQ.

Painel Entrada I Entrada II
Taxa de falha

I depois II

Taxa de falha

II depois I

a) C1 decrescente C2 constante Crescente Unimodal

b) C1 decrescente C14 crescente Crescente Crescente

c) C1 decrescente C4 unimodal Unimodal Unimodal

d) C1 decrescente C5 formato de �U� Formato de �U� Formato de �U�

e) C2 constante C14 crescente Crescente Crescente

f) C11 constante C10 unimodal Unimodal Crescente-constante

g) C12 constante C5 formato de "U" Crescente Crescente

h) C14 crescente C10 unimodal Crescente Crescente

i) C15 crescente C5 formato de "U" Crescente Crescente

j) C10 unimodal C9 formato de "U" Crescente Unimodal-crescente
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5.2.7 WSP � Sobressalente (Warm spare)

Uma porta WSP modela a situação em que um componente principal pode ser subs-

tituído por um sobressalente ou mais sobressalentes com a mesma funcionalidade. A porta

WSP retorna falha se o componente principal falha e todos os seus sobressalentes falham

ou estão indisponíveis. Um componente reserva torna-se indisponível se ele for compar-

tilhado por outra porta WSP e estiver em uso por ela. O reserva também pode falhar

mesmo sem estar em operação, embora a sua propensão em falhar nesta circunstância

deva ser menor, uma vez que está em estado de dormência (veja Bobbio et al. (2008)). A

Figura 5.2.28 mostra a representação simbólica de uma porta WSP.

Figura 5.2.28: Representação simbólica da porta WSP.

Assumindo que a taxa de falha de um componente em operação é λ, a sua taxa de

falha fora de operação é αλ, onde α é o fator de dormência e está limitado por (0 ≤ α ≤ 1).

O componentes reserva são chamados de quentes se α = 1 e frios se α = 0. Uma vez que a

distribuição q-Weibull tem taxa de falha variável, o parâmetro ηd é usado para controlar

a escala de tempo e expressar a dormência como

ηd =
η

α
, 0 < α ≤ 1 (5.2.26)

onde ηd é o η com dormência. Esta de�nição não cobre os componentes reservas frios,

mas isto pode ser modelado diretamente na função de falha acumulada tornando-a nula

para sobressalentes em dormência.

A função densidade de probabilidade do componente reserva Si em estado de dor-

mência é
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fSidorα(t) =
βi (2− qi)(
ηi
α
− t0i

)βi [t− t0i ]
βi−1
+ expqi

[
−
(

[t− t0i ]+
ηi
α
− t0i

)βi]
, (5.2.27)

onde Si é o i-ésimo componente reserva da porta WSP, α é o fator de dormência,

βi, ηi, t0ie qi são os parâmetros da distribuição q-Weibull do i-ésimo componente reserva

e [x]+ é o maior dos valores: x ou 0.

A análise da falha da porta WSP foi dividida em duas partes. Na primeira, o

componente reserva falha em estado de dormência, antes do componente principal. Na

segunda parte, o componente principal falha e o sobressalente falha posteriormente. A

Tabela 5.12 mostra os dois casos possíveis.

Tabela 5.12: Possíveis situações das falhas dos componentes.
Caso Falha anterior Falha posterior
1 S1dor P
2 P S1atv

A Figura 5.2.29 mostra as funções densidade de probabilidade para o caso 1.

Figura 5.2.29: Função densidade de probabilidade do componente reserva no estado de
dormência, em linha contínua, e a função densidade para o componente
principal traçada em linha tracejada.

A Figura 5.2.30 as duas funções densidade de probabilidade para o caso 2.
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Figura 5.2.30: Função densidade de probabilidade para a falha do componente principal
traçada em linha contínua e a f.d.p. para o componente reserva em estado
ativado traçado em linha tracejada. O componente reserva entra em opera-
ção no instante de tempo ta (tempo de ativação) em que o principal falha.

A falha da porta WSP ocorre se as falhas se processam conforme o caso 1 ou o

caso 2. Considerando que os eventos falha do sobressalente em estado de dormência e

posterior falha do componente principal em estado ativo (caso 1) e falha do componente

principal antes da falha do componente sobressalente em estado ativo (caso 2) são eventos

independentes, a probabilidade de falha WSP pode ser escrita como

WSPP1,S1(t) = 1−
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
] [

1−WSP P 7→S
P1,S1

(t)
]
, (5.2.28)

onde WSP S 7→P
P1,S1

(t) é a não con�abilidade em t especi�cada para o caso 1 e WSP P 7→S
P1,S1

(t) é

o mesmo para o caso 2.

Pode-se recorrer à subseção 5.2.5 para de�nir WSP S 7→P
P1,S1

(t) como a probabilidade do

sobressalente falhar antes do principal, então a sua expressão é

WSP S 7→P
P1,S1

(t) =
x2=t´

x2=t02

x1=x2´
x1=t01

fq,P (x2)fS1dorα(x1)dx1dx2, t01 ≤ t02

=
x2=t´

x2=t02

fq,P (x2)FS1dorα(x2)dx2,

(5.2.29)

onde fq,P (ta) é a f.d.p. da falha do componente principal. A probabilidade de falha para o

caso 2 é calculada de forma similar. A diferença é que o sobressalente só entra em estado
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operacional depois da falha do componente principal, daí a necessidade de mover o tempo

inicial para um valor adequado fazendo x2−x1 como argumento de fS1atv(•) e não apenas
x2 como a analogia com o caso 1 sugere.

WSP P 7→S
P1,S1

(t) = KWSP

x1=t´
x1=t01

fq,P (x1)

[
x2=t´
x2=x1

fS1atv(x2 − x1)dx2

]
dx1

= KWSP

x1=t´
x1=t01

fq,P (x1)FS1atv(t− x1)dx1,

(5.2.30)

com

KWSP =
1

x1=∞´
x1=t01

fq,P (x1)FS1atv(t− x1)dx1

. (5.2.31)

A função densidade para a porta WSP é (veja no Apêndice A subseção A.9.1):

WSP
′
P1,S1

(t) = fq,P (t)FS1dorα(t)×

×

[
1−KWSP

x1=t´
x1=t01

fq,P (x1)FS1atv(t− x1)dx1

]
+

+

[
1−

x2=t´
x2=t02

fq,P (x2)FS1dorα(x2)dx2

]
×

×KWSP

{
x1=t´

x1=t01

fq,P (x1)fS1atv(t− x1)dx1 + fq,P (t)FS1atv(0)

}
.

(5.2.32)

O Algoritmo 5.7 gera a distribuição dos tempos de vida a partir da repetição de

50.000 vezes do ciclo de geração de tempo da porta WSP. Cada ciclo compreende a geração

de 3 tempos aleatórios: tp que representa o tempo de funcionamento do componente

principal, tdor que signi�ca o tempo de falha do sobressalente em estado de dormência e

tatv que é o tempo de falha do sobressalente em estado ativo. Este último valor é gerado

pela soma de dois outros valores aleatórios: tp e o tempo de falha do sobressalente em

estado ativo. Isto se deve ao fato de o componente sobressalente entrar em operação

apenas depois da falha do principal.

Se os tempos em ordem crescente forem tdor, tp e tatv, ou seja, o componente

sobressalente falhou em dormência antes do componente principal e o tempo de falha do

sobressalente ativo foi maior que os anteriores, o resultado do ciclo de execução será tp.
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Em qualquer outra combinação de posições, o resultado será tatv e o ciclo de execução se

encerrará.

Algoritmo 5.7 WSP_Monte_Carlo (spare_dormancy, spare_active, principal)
Input(spare_dormancy, spare_active, principal)

n=0

While n<50.000

tp=InvF(principal)

tdor=InvF(spare_dormancy)

tatv=InvF(principal)+InvF(spare_active)

times={}

If tdor < tp then

times=times+{Min(tp,tatv)}

Else

times=times+{tatv}

End_If

n=n+1

End_While

Output(times)

A Figura 5.2.31 mostra curvas de não con�abilidade para um porta WSP e suas

entradas.
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Figura 5.2.31: Função não con�abilidade WSPC24,C24(t) para componente principal e so-
bressalente iguais a C24 traçada em linha contínua, função não con�abili-
dade do componente ativo Fq,C24atv(t) em linha tracejada e do componente
em dormência Fq,C24dor(t) em linha traço-ponto. O círculos mostram a não
con�abilidade WSP calculada por simulação de Monte Carlo. Os parâme-
tros utilizados estão na Tabela 5.2.

As Figuras 5.2.32, 5.2.33, 5.2.34, 5.2.35 e 5.2.36 a seguir são referentes a portas WSP
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com um componente principal e um componente sobressalente com os mesmos parâmetros

de distribuição q-Weibull. Em todos os grá�cos, a função taxa de falha WSPCi,Ci(t) é

traçada em linha contínua, a taxa de falha hq,Ciatv(t) do componente principal i (ou

sobressalente ativo) em linha tracejada e taxa de falha do sobressalente em dormência

hq,Cidor(t) é desenhada com linha traço ponto. Para a Figura 5.2.32, foram usados os

parâmetros do componente C20, ou seja i = 20; para a Figura 5.2.33, o componente usado

é o C21 (i = 21) e assim por diante até a Figura 5.2.36 onde i = 24. Os valores dos

parâmetros de todos os componentes são mostrados na Tabela 5.2.
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Figura 5.2.32: Funções taxa de falha para porta WSP (linha contínua) de componentes
principal e reserva iguais a C20 (ativo em linha tracejada e dormente em
linha traço-ponto). As funções taxa de falha dos componentes e da porta
têm o mesmo formato decrescente. A função taxa de falha WSP se mantém
abaixo da taxa de falha do componente ativo para tempos menores e se
aproxima desta para tempos maiores
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Figura 5.2.33: Funções taxa de falha para porta WSP (linha contínua) de componentes
principal e reserva iguais a C21(ativo em linha tracejada e dormente em
linha traço-ponto). Embora o formato da função taxa de falha dos com-
ponentes (ativo em linha tracejada e dormente em linha traço-ponto) seja
constante, o formato da taxa de falha WSP é crescente (linha contínua) se
aproximando da taxa do componente principal ativo para tempos maiores.
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Figura 5.2.34: Funções taxa de falha para porta WSP (linha contínua) de componen-
tes principal e reserva iguais a C22 (ativo em linha tracejada e dormente
em linha traço-ponto). Todos os formatos das funções taxa de falha são
crescentes. A taxa de falha WSP se mantém abaixo da taxa de falha do
componente ativo.
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Figura 5.2.35: Funções taxa de falha para porta WSP (linha contínua) de componentes
principal e reserva iguais a C23 (ativo em linha tracejada e dormente em
linha traço-ponto). Todos os formatos de taxa de falha são unimodais. A
taxa de falha resultante tornou-se, para alguns valores de tempo, superior
a taxa de falha do componente ativo embora o valor máximo da taxa de
falha WSP seja inferior a taxa de sua entrada em estado ativo.

0 5 10 15 20 25 30
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

t H103hL

h q
H1

0-
3 h-

1 L

Caso 5)

Figura 5.2.36: Funções taxa de falha para porta WSP (linha contínua) de componentes
principal e reserva iguais a C24 (ativo em linha tracejada e dormente em
linha traço-ponto). A distorção encontrada entre 15× 103h e 20× 103h se
deve ao valor limite tlim = 18.000h (veja a Tabela5.2) que signi�ca o maior
tempo de funcionamento do componente principal e o maior instante de
tempo em que o sobressalente entra em operação. A função da taxa de
falha resultante tem formato de �U� distorcido.
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A modelagem da porta WSP permite cobrir situações nas quais os componentes

principal e reserva não são iguais, por exemplo WSPC23,C24(t) é uma porta onde o com-

ponente principal é o C23 e o sobressalente é o C24. A Figura 5.2.37 mostra o grá�co da

função não con�abilidade para este exemplo.
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Figura 5.2.37: WSPC23,C24(t) em linha contínua, Fq,C23atv(t) representando a não con�abi-
lidade do componente principal em linha tracejada, Fq,C24atv(t) denotando
a não con�abilidade do componente reserva para o estado ativo em linha
traço-ponto e Fq,C24dor(t), o mesmo para estado dormente com linha pon-
tilhada. Os círculos representam a não con�abilidade da porta calculada
por simulação de Monte Carlo.

A Figura 5.2.38 mostra as curvas de taxa de falha da porta WSPC23,C24 e suas

entradas.
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Figura 5.2.38: Função taxa de falha para a porta WSPC23,C24 traçada em linha contí-
nua (bimodal) resultante do componente principal C23 cuja taxa de falha
(unimodal) é mostrada em linha tracejada para seu estado ativo, e o com-
ponente sobressalente C24 tem sua taxa de falha (formato de �U�) para
estado ativo em linha traço-ponto e para dormência em linha pontilhada.
Os valores dos parâmetros são mostrados na Tabela 5.2.

A formulação matemática ainda permite expressar a falha do componente reserva

com dois conjuntos de parâmetros distintos: um para a falha no estado ativo e outro para

modelar a falhar em dormência. Esta funcionalidade permite cobrir a falha do componente

em estado ativo com um modo de falha diferente do estado dormente, não só em escala

de tempo, mas também no formato da função taxa de falha.

Uma porta WSP pode ser de�nida com dois ou mais componentes sobressalentes.

Para o caso de dois reservas, considere que o componente principal e o primeiro reserva

funcionam como um novo componente principal numa nova porta WSP. Esta nova porta

teria como único reserva, o segundo componente sobressalente. Em outras palavras, a for-

mulação de uma porta WSP com um único reserva substitui a função de falha acumulada

de um novo componente principal. Este procedimento pode ser repetido para modelar

portas com 3 ou mais sobressalentes.

Para dois sobressalentes a não con�abilidade WSP2S é

WSP2SP1,S1,S2(t) = 1−
[
1−WSP

S2 7→[P1,S1]
[P1,S1],S2

(t)
] [

1−WSP
[P1,S1]7→S2

[P1,S1],S2
(t)
]
, (5.2.33)
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onde

WSP
S2 7→[P1,S1]
[P1,S1],S2

(t) =
x2=t´

x2=t02

WSP
′
P1,S1

(x2)FS2dorα(x2)dx2 (5.2.34)

e

WSP
[P1,S1] 7→S2

[P1,S1],S2
(t) = KWSP2S

x1=t´
x1=t01

WSP
′
P1,S1

(x1)FS2atv(t− x1)dx1 (5.2.35)

com

KWSP2S =
x1=∞´
x1=t01

WSP
′
P1,S1

(x1)FS2atv(t− x1)dx1. (5.2.36)

O Algoritmo 5.8 cria a distribuição de 50.000 tempos de vida para uma porta WSP com

dois componentes sobressalentes. Cada tempo é criado de forma similar ao Algoritmo 5.7

com a diferença que o tempo do componente principal é criado com um ciclo do mesmo

Algoritmo 5.7 (com os componentes principal e primeiro sobressalente). Apesar de ser

possível de�nir o Algoritmo 5.8 com recursividade, a forma estruturada não recursiva foi

preferida para maior clareza.
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Algoritmo 5.8 WSP2S_Monte_Carlo (spare_dormancy_1, spare_active_1,
spare_dormancy_2, spare_active_2, principal)
Input(spare_dormancy_1, spare_active_1, spare_dormancy_2, spare_active_2,

principal)

Module_WSP(spare_dormancy_1, spare_active_1, principal):=

tp=InvF(principal)

tdor_1=InvF(spare_dormancy_1)

tatv_1=InvF(principal)+InvF(spare_active_1)

If tdor_1 < tp then

time=Min(tp,tatv_1)

Else

time=tatv_1

End_If

Output(time)

End Module_WSP

n=0

While n<50.000

tmod=Module_WSP(spare_dormancy_1, spare_active_1, principal)

tdor_2=InvF(spare_dormancy_2)

tatv_2=Module+InvF(spare_active_2)

times={}

If tdor_2 < tmod then

times=times+{Min(tmod,tatv_2)}

Else

times=times+{tatv_2}

End_If

n=n+1

End_While

Output(times)

A Figura 5.2.39 mostra a não con�abilidade para uma porta WSP com dois compo-

nentes sobressalentes.
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Figura 5.2.39: Função não con�abilidade WSP2SC24,C24,C24(t) traçada em linha contí-
nua, não con�abilidade, Fq,C24atv(t) em linha tracejada, Fq,C24dor(t) em li-
nha traço-ponto e círculos representam a não con�abilidade calculada por
Monte Carlo.

Os valores de não con�abilidade resultante são inferiores aos valores do componente

reserva até aproximadamente 4.000 h e são sempre inferiores à não con�abilidade do

componente em estado ativo. Os parâmetros utilizados nos grá�cos estão na Tabela 5.2.

A Figura 5.2.40 mostra as funções taxa de falha.
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Figura 5.2.40: Funções taxa de falha da porta WSP2SC24,C24,C24 (formato de subida em
degrau distorcido) traçada em linha contínua, do componente C24 (formato
de �U�) em estado ativo em linha tracejada e do mesmo componente em
estado de dormência em linha traço-ponto (formato de �U�).
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5.3 Conclusões

Árvore de falha dinâmica é uma ferramenta importante para a análise de con�abili-

dade pois permite considerar o estado falho dos componentes e também a ordem em que

a falha se processa.

Este capítulo mostrou o cálculo exato de cada uma das portas de uma árvore de falha

dinâmica: AND, OR, KofN, PDep, PAND, SEQ e WSP. Para cada porta foi desenvolvido

um algoritmo e para a geração de tempos por simulação de Monte Carlo. Em todos os

casos apresentados, a simulação de Monte Carlo se mostrou adequada para substituir o

cálculo exato conforme inspeção das Figuras 5.2.4, 5.2.8, 5.2.12, 5.2.16, 5.2.21, 5.2.25,

5.2.31, 5.2.37 e5.2.39.

Dois componentes foram usados para exempli�car o formato da taxa de falha das

portas AND, OR, PDep, PAND e SEQ. Em cada porta foram combinados 2 formatos

diferentes nas entradas com a �nalidade de determinar os formatos resultantes (10 para

AND e OR e 20 para PDep, PAND e SEQ devido às sequências possíveis das falhas

das entradas). Para a porta KofN foram utilizados 3 formatos diferentes de taxa de

falha nas entradas perfazendo também um total de 10 formatos. Para a porta WSP

foram criados 7 casos diferentes. Em 5 deles um componente principal foi associado a

um reserva com mesmo formato de taxa de falha. Em outro, os componentes principal e

reserva tiveram formatos diferentes de taxa de falha e, no último, dois componentes reserva

foram associados a um principal, todos com o mesmo formato de taxa de falha. Com

estes exemplos, vários formatos de taxa de falha resultante foram encontrados incluindo

praticamente todos os tipos de formato classi�cados em Murthy, Xie e Jiang (2004, p. 48)

(que inclui várias de modi�cações do Weibull como parâmetros dependentes do tempo,

exponenciais aninhadas e Weibull exponenciada) conforme a Figura 5.3.1.
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Figura 5.3.1: Formatos de taxa de falha. Figura refeita a partir de Murthy, Xie e Jiang
(2004, p. 48)

A porta que modela a dependência probabilística PDep com apenas 2 entradas (e

consequentemente 6 parâmetros) tem taxas de falha resultantes que englobam 10 formatos

diferentes:

a) decrescente;

b) decrescente-constante;

c) decrescente-unimodal;

d) constante-crescente;

e) unimodal;

f) unimodal deslocada;

g) unimodal-crescente;

h) bimodal;

i) formato de �U�;

j) formato de �W�.

Este modelo parece ter sido o mais versátil quando são comparados seus resultados ao

número de parâmetros necessários para sua utilização. Trabalhos futuros poderão utilizar

as funções densidade e acumulada deduzidas segundo o formalismo PDep como uma

distribuição derivada da q-Weibull.

A variedade de formatos de taxa de falha encontrados não é creditada a modi�ca-

ções no modelo da distribuição probabilística encontrada, mas a �exibilidade do modelo
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q-Weibull em conjunto com a capacidade da Árvore de falha dinâmica em representar

associações combinacionais e prioritárias.

Os formatos de taxa de falha unimodal e banheira podem ser obtidos a partir de

duas entradas, uma com taxa de falha decrescente, e outra crescente, em portas AND e

OR respectivamente. Isto acarreta no uso de mais 3 parâmetros quando em comparação

com a distribuição q-Weibull que é capaz de proporcionar estes resultados com apenas 3

parâmetros.

A Tabela 5.13 mostra alguns dos formatos de taxa de falha possíveis devido a im-

plementação da distribuição q-Weibull em AFD.

Tabela 5.13: Alguns formatos resultantes de aplicação da q-Weibull em AFD.
Formato Porta Casos
Bimodal KofN c*) d) f) g) i)
Bimodal-crescente KofN j)
Crescente-constante SEQ f)
Decrescente-constante PDep g)
Decrescente-unimodal OR c)
Decrescente-unimodal PDep c) j)
Degrau-unimodal AND g)
Degrau-unimodal-crescente KofN h)
Formato de �W� OR j)
Formato de �W� PDep i) j)
Unimodal achatada KofN c**)
Unimodal deslocada para cima OR f)
Unimodal-constante AND f)
Unimodal-constante KofN b)
Unimodal-crescente AND i) j)
Unimodal-crescente OR h)
Unimodal-crescente KofN c) e)
Unimodal-crescente SEQ j)
Unimodal-crescente e Bimodal PDep h)

Uma vez que é possível prever a falha de um sistema a partir de seus componentes,

uma política de manutenção programada pode ser criada para reduzir os custos de manter

um sistema em operação. Ao estabelecer um critério para que uma tarefa de manutenção

seja iniciada, pode-se antecipar à condição falha e evitar os prejuízos de uma parada

não esperada. O Capítulo 6 trata da aplicação da distribuição q-Weibull em modelos de

manutenção corretiva e preventiva.
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6 Manutenções corretiva e preventiva

baseadas no modelo q-Weibull

6.1 Introdução

Conforme Dhillon (2006), manutenção corretiva é a ação corretiva realizada por

causa de falhas ou de�ciências encontradas durante a manutenção preventiva, ou seja, é a

ação que repara um item para o seu estado de funcionamento. Geralmente a manutenção

corretiva é uma manutenção não planejada.

As atividades de manutenção preventiva são responsáveis por uma proporção signi-

�cativa do total da atividades de manutenção. Este tipo de manutenção procura manter

as instalações em bom estado operacional pela inspeção sistemática, detecção e correção

de falhas incipientes. Um programa de manutenção preventiva adequado pode ampliar a

vida produtiva do equipamento, reduzir as perdas de produção causadas por suas falhas

e melhorar a saúde e segurança do pessoal de manutenção. Especialmente no caso de

falhas que têm consequências catastró�cas, por exemplo, em aeronaves, plantas nucleares

e químicas, testes e atividades de inspeção constituem uma importante parte do trabalho

de manutenção que deve enfatizar a segurança (veja Rommert (1996))

Substituição e reparo têm sido tratados por diferentes métodos. Chen e Feldman

(1997) tratam o problema de substituição e reparo mínimo modi�cado como processo de

Markov. Kumar e Westberg (1997) usam o modelo de falha proporcional para mostrar a

importância das variáveis monitoradas em um plano de manutenção e calcula os custos

totais com base em custos da manutenção planejada e não planejada e nos valores das

variáveis monitoradas estimando um intervalo ótimo de substituição ou valores limites

das variáveis monitoradas.

Hongzhou (2002) resume, classi�ca e compara várias políticas de manutenção exis-

tentes para sistemas com uma ou várias unidades (com ênfase em apenas uma unidade)

tais como: substituição por idade, substituição em bloco, manutenção preventiva perió-

dica, limite de falha, manutenção oportunista. Kim (2004) apresenta um modelo para

determinar até quando a manutenção preventiva realizada em intervalos de tempo ao

longo do período de garantia vale a pena quando é suportada pelo comprador.

Yeh e Chang (2007) calcularam o valor limite de taxa de falha para produtos aluga-
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dos com tempos de vida que seguem a distribuição Weibull. Quando este valor é atingido,

ações adicionais de manutenção preventiva são tomadas para reduzir as falhas dos pro-

dutos. Neste cenário o valor limite de taxa de falha é calculado para minimizar o custo

total esperado.

Panagiotidou e Tagaras (2007) apresentam um modelo para otimização de manuten-

ção preventiva em um processo de produção com dois estados de qualidade: sob controle

e fora de controle. Apresentam ainda exemplos numéricos com as distribuições Weibull

e Gama. Castro (2009) determina o intervalo ótimo entre sucessivas manutenções pre-

ventivas e a quantidade ótima destas manutenções antes do sistema ser substituído que

minimizam a taxa de custo esperado, considerando dois modos de falha, uma passível de

manutenção e outro não. O método utiliza taxa de falha não decrescente e são apresenta-

dos exemplos numéricos para modelos de leis de potência. You, Li e Meng (2011) desen-

volvem duas políticas de manutenção preventiva sujeitas a reparos imperfeitos e condições

operacionais variáveis utilizando o modelo de falha proporcional estendido (EPHM).

Manutenção preventiva baseada no tempo é a substituição de um sistema, subsis-

tema ou componente, ainda que em perfeito estado de funcionamento, em intervalos de

tempo constante. A manutenção preventiva deve ser chamada de manutenção preditiva

quando existir uma razão plausível para o agendamento do serviço. São apresentadas as

formulações para aplicar três razões diferentes: mínima con�abilidade admissível, máxima

taxa de falha permitida e mínimo custo estimado por ciclo de manutenção.

Embora exista um grande número de trabalhos sobre manutenções corretiva e pre-

ventiva, não foram encontradas aplicações da distribuição q-Weibull. As expressões de

con�abilidade, da não con�abilidade e sua derivada temporal sob manutenção preventiva

baseada nesta distribuição foram deduzidas. Dois tipos de análises foram feitas: reparo

perfeito e reparo imperfeito. Os efeitos da substituição preventiva nas curvas de con-

�abilidade e taxa de falha são discutidos para dois casos: um item com taxa de falha

unimodal e outro com taxa de falha crescente no tempo. Foi mostrado que o intervalo de

substituição pode ser calculado de três maneiras diferentes. Primeiramente pela adoção

de um valor mínimo admissível para a con�abilidade até um instante t, posteriormente

pela determinação de uma taxa de falha máxima permitida e �nalmente pela minimização

da função de custo por ciclo de manutenção.

6.2 Con�abilidade e manutenção com o modelo q-Weibull

A função con�abilidade foi de�nida na Equação 3.2.6. Esta de�nição não inclui

nenhuma ação de manutenção mas será usada para o cálculo da con�abilidade afetada

por ação de manutenção.
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Assuma que T é o intervalo de tempo para a manutenção preventiva. O valor de con-

�abilidade Rq(t) quando t ≤ T não é in�uenciado pela manutenção, assim a con�abilidade

de um item sob manutenção periódica é:

Rmq(t) = Rq(t). (6.2.1)

6.2.1 Manutenção com reparo perfeito

Primeiramente consideraremos que o modelo assume que a manutenção é capaz de

tornar o sistema tão bom quanto novo, assim, sempre que o sistema está operacional em

t > T , este não sofre nenhum efeito por ter idade superior a T . O valor da con�abilidade

no intervalo de tempo T < t ≤ 2T é

Rmq(t) = Rq(T )Rq(t− T ), T < t ≤ 2T, (6.2.2)

R(t− T ) é a con�abilidade no tempo adicional além de T . Neste caso, t− T unidades de

tempo desde que a manutenção reparou o item para a condição de novo no instante T . A

Equação 6.2.3 estende o conceito para qualquer valor de tempo t (veja detalhes em Lewis

(1987)).

Rmq(t) = Rq(T )nRq(t− nT ) com nT < t ≤ (n+ 1)T

n = 0, 1, 2 . . . ,
(6.2.3)

onde Rq(T )n é a probabilidade de sobrevivência a n intervalos de manutenção e Rq(t−nT )

é a probabilidade de sobreviver além da última manutenção preventiva. A quantidade de

intervalos de manutenções preventivas até o instante de tempo t é expressa por:

n(t) = integerpart
(
t

T

)
, (6.2.4)

onde integerpart(x) retorna a parte inteira de x efetuando a remoção da parte fracionária.

A Equação 6.2.3 pode ser reescrita como:

Rmq,T (t) = Rq(T )n(t)Rq [t− n(t)T ] , (6.2.5)

que nos termos da distribuição q-Weibull é
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Rmq,T (t) =

{
exp 1

2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

×

× exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β]
.

(6.2.6)

Uma vez que os parâmetros β, η, t0 e q são conhecidos, um valor mínimo admissível

de con�abilidade pode ser especi�cado para um dado instante t (Rmq,T (t)) e o intervalo

de manutenção preditiva 1 pode ser calculado resolvendo a Equação 6.2.6 em T .

A função não con�abilidade para manutenção preventiva é:

Fmq,T (t) = 1−
{

exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

×

× exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β]
.

(6.2.7)

A Equação 6.2.7 pode ser reescrita de outra forma (veja 3.2.1):

Fmq,T (t) = 1−
{

exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

×

×

1−
´ t
n(t)T


β(2−q)
(η−t0)

(
x−n(t)T−t0

η−t0

)β−1

×

× expq

[
−
(
x−n(t)T−t0

η−t0

)β]
 dx

 ,

(6.2.8)

ou ainda

Fmq,T (t) = 1−
{

exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

+

+
´ t
n(t)T+t0



exp 1
2−q

 −(2− q)×

×
(
T−t0
η−t0

)β


n(t)

×β(2−q)
(η−t0)

(
x−n(t)T−t0

η−t0

)β−1

× expq

[
−
(
x−n(t)T−t0

η−t0

)β]


dx.

(6.2.9)

Note que a primeira parte da soma que compõe a Equação 6.2.9, ou seja, 1 −{
exp 1

2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

, é constante de n(t)T até t. Assim, a derivada em

relação ao tempo de Fmq,T (t) é

1O termo preditiva foi utilizado, pois o intervalo de manutenção foi especi�cado com base na predição
de um valor mínimo admissível de con�abilidade.
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fmq,T (t) =

exp 1
2−q

 −(2− q)×

×
(
T−t0
η−t0

)β


n(t)

β(2−q)
(η−t0)

(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β−1

× expq

[
−
(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β]
.

(6.2.10)

Note que a Equação 6.2.10 não é uma função densidade de probabilidade, pois

não é necessariamente normalizada nem contínua. Contudo, a função taxa de falha sob

manutenção preventiva é de�nida conforme a Equação 6.2.10, e expressa por

hmq,T (t) =
fmq,T (t)

Rmq,T (t)
. (6.2.11)

Podemos estabelecer um máximo valor permitido para hmq,T e resolver sua expressão na

variável T para determinar o intervalo de manutenção preventiva em função de uma taxa

de falha limite.

6.2.2 Manutenção com reparo imperfeito

Vamos supor que o serviço de manutenção não é perfeito e que a condição inicial do

item é que ainda não houve reparo. Desta forma, o valor da con�abilidade decrescerá a

cada reparo de acordo com o fator de perfeição k com k ∈ R e 0 < k < 1. Quando k → 1

o reparo é considerado perfeito. A con�abilidade em manutenção preventiva com reparo

imperfeito é de�nida por

Rmkq,T (t) =

{
k exp 1

2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

×

× exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β]
.

(6.2.12)

A não con�abilidade em manutenção preventiva com reparo imperfeito é:

Fmkq,T (t) = 1−
{
k exp 1

2−q

[
−(2− q)

(
T−t0
η−t0

)β]}n(t)

×

× exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β]
,

(6.2.13)

e a sua derivada em relação ao tempo é
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fmkq,T (t) =

k exp 1
2−q

 −(2− q)×

×
(
T−t0
η−t0

)β


n(t)

× β(2−q)
(η−t0)

(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β−1

× expq

[
−
(
t−n(t)T−t0

η−t0

)β]
.

(6.2.14)

Os valores de intervalo de manutenção preventiva podem ser calculados a partir da

con�abilidade mínima admissível até um instante de tempo t ou da máxima taxa de falha

permitida da mesma maneira mostrada na subseção 6.2.1.

6.2.3 Intervalo ótimo de manutenção preventiva baseada em custo

O tempo esperado por ciclo de manutenção segundo Huang, Miller e Okogbaa (1995)

é
T́

t0

tf(t)dt+ T
∞́

T

f(t)dt. Utilizando a distribuição q-Weibull podemos escrever:

E[T ] =

T̂

t0

tfq(t)dt+ T

∞̂

T

fq(t)dt. (6.2.15)

A primeira parcela da 6.2.15 é (veja subseção A.10.1):

T̂

t0

tfq(t)dt = −TRq(T ) +

T̂

t0

Rq(t)dt, (6.2.16)

retornando à Equação 6.2.15 temos

E[T ] = −TRq(T ) +
T́

t0

Rq(t)dt+ T
∞́

T

fq(t)dt

= −TRq(T ) +
T́

t0

Rq(t)dt+ TRq(T )

=
T́

t0

Rq(t)dt.

(6.2.17)

A Equação 6.2.17 deve ser usada para o tempo esperado de um subsistema ou de

componentes associados em portas, tais como no capítulo 5. Para um componente isolado

o tempo esperado para o ciclo de manutenção é (vide subseção A.10.2)
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E[T ] =


(T − t0) 2F1

(
q−2
1−q ,

1
β

; 1 + 1
β
; (1− q)

(
T−t0
η−t0

)β)
, q 6= 1

(η−t0)
β

[
−Γ

(
1
β
,
(
T−t0
η−t0

)β)
+ Γ

(
1
β
, 0
)]

, q = 1,
(6.2.18)

onde 2F1 (a, b; c; z) é a função hipergeométrica de�nida por 1 + ab
c 1!
z + a(a+1)b(b+1)

c(c+1)2!
z2 +

a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2)
c(c+1)(c+2)3!

z3 + · · · (vide Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey (1994) equações 9.14 1 e

9.100 )

O custo esperado por ciclo de manutenção é (vide Huang, Miller e Okogbaa (1995))

E[C] = CcFq(T ) + CpRq(T ), (6.2.19)

onde Cc é o custo da manutenção corretiva e Cp é o custo da manutenção preventiva.

De acordo com o modelo Barlow-Hunter o custo de manutenção esperado por uni-

dade de tempo de operação é (Barlow e Hunter (1960), Assis (1999)):

Z[T ] = E[C]
E[T ]

= CcFq(T )+CpRq(T )

E[T ]
.

(6.2.20)

O objetivo desta política de manutenção é minimizar o custo por unidade de tempo

de operação. Isto indiretamente minimiza o custo esperado e maximiza o tempo esperado

por ciclo de substituição. O intervalo ótimo de substituição T é calculado por

Minimizar Z[T ] = CcFq(T )+CpRq(T )

E[T ]
. (6.2.21)

6.3 Exemplos

Foram criados cinco cenários para exempli�car a in�uência da manutenção preven-

tiva na con�abilidade, na derivada temporal da não con�abilidade e na taxa de falha.

Os cenários 1 e 3 representam componentes cujos tempos de vida seguem a distribuição

q-Weibull e têm reparo perfeito, nos cenários 2 e 4 o reparo é imperfeito. O cenário 5a

representa a dependência probabilística (porta dinâmica PDep) na qual o componente

gatilho é o C4 e o componente dependente é C3. No cenário 5b foi feita a inversão entre

componentes gatilho e dependente do cenário 5a, ou seja, o componente C3 é o gatilho que

in�uencia o componente C4. Em ambos os cenários foi adotado pd = 0, 9. Veja o capítulo
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5 para mais detalhes sobre a porta PDep em árvores de falha dinâmicas e distribuição

q-Weibull. Os parâmetros dos componentes e os formatos de suas funções taxa de falha

são mostrados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Parâmetros da distribuição q-Weibull e formatos das funções taxa de falha
dos componentes.

Componente β η t0 q Taxa de falha
C1 2,5 1000 0 1,5 Unimodal
C2 2,5 2000 0 0,5 Crescente
C3 4 1500 0 1,5 Unimodal
C4 10 10000 0 1 Crescente

O intervalo de tempo de manutenção preventiva T , os fatores de perfeição k, os

formatos das funções taxa de falha e os custos de manutenção corretiva e preventiva para

todos os cenários são mostrados na Tabela 6.2.

Tabela 6.2: Especi�cações dos cenários.
Cenários T k Taxa de falha CC CP
1) C1 500 1 Unimodal 10 000 500
2) C1 500 0,85 Unimodal � �
3) C2 500 1 Crescente 10 000 500
4) C2 500 0,9 Crescente � �

5a)
PDepC3,C4

com pd = 0, 9
1 000 1 Bimodal 10 000 500

5b)
PDepC4,C3

com pd = 0, 9
1 000 1

Unimodal/
Crescente

10 000 500

6.3.1 Cenário 1 - Unimodal - Reparo perfeito

O intervalo de manutenção preventiva para o componente C1 foi calculado encon-

trando o valor T = 173h para o qual a con�abilidade para um tempo de missão de

3 000h vale 0,9, ou seja, resolvendo a equação Rq,T (3000) = 0, 9 na variável T . A Figura

6.3.1 mostra as funções con�abilidade para o componente C1 com e sem a ocorrência de

manutenção preventiva sob reparo perfeito (k = 1).
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Figura 6.3.1: Con�abilidade sob manutenção preventiva com intervalo de tempo T = 173h
(linha contínua), com intervalo T = 400h (linha tracejada) e con�abilidade
sem manutenção preventiva (linha traço-ponto). Neste cenário foi utilizado
o componente C1 cujos parâmetros estão na Tabela 6.1.

Note que, para um mesmo instante de tempo, o valor da con�abilidade torna-se

maior à medida em que o intervalo de manutenção preventiva diminui. A Figura6.3.2

mostra a função densidade de probabilidade de C1 e a derivada temporal da não con�a-

bilidade para a manutenção preventiva.
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Figura 6.3.2: Derivada temporal da função não con�abilidade do componente C1 sujeito
a manutenção preventiva com intervalo de tempo T = 173h calculado com
Rq,T (3000) = 0, 9 (linha contínua) e função densidade de probabilidade (li-
nha tracejada). Os parâmetros usados estão na Tabela 6.1.
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Um valor máximo admissível para a função taxa de falha hmax = 3, 0× 10−4h−1 foi

adotado e a Equação 6.2.11 foi resolvida, encontrando-se T = 399h. A Figura6.3.3 mostra

as funções taxa de falha com e sem o efeito da manutenção preventiva.
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Figura 6.3.3: Função taxa de falha do componente C1 sujeito à manutenção preventiva em
intervalo de tempo T = 399h traçada em linha contínua e a taxa de falha
sem a adoção de manutenção preventiva em linha tracejada. Os parâmetros
usados para o componente C1 estão na Tabela 6.1.

Supondo que o custo da manutenção corretiva do item C1, isto é, o custo total para

colocá-lo em estado operacional após a falha ter ocorrido, seja Cc = 10.000 unidades

monetárias e o custo da manutenção preventiva, ou seja, o custo da manutenção com

antecipação do estado falho é Cp = 500 unidades monetárias. Aplicando a minimização

da Equação 6.2.21, o intervalo que minimiza o custo por ciclo de manutenção é T = 353h

e o respectivo custo por ciclo é Zq = 2, 40 unidades monetárias /h (vide Figura 6.3.4).
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Figura 6.3.4: Custo por ciclo de manutenção (unidades monetárias/h). O detalhe mostra
a localização do custo mínimo.

6.3.2 Cenário 2 - Unimodal - Reparo imperfeito

Num sistema submetido a reparos imperfeitos, a função con�abilidade apresenta

descontinuidades em seu grá�co cada vez que a manutenção é realizada. A Figura 6.3.5

mostra as curvas de con�abilidade calculadas com reparo imperfeito, cujo fator de perfei-

ção é k = 0, 85 (com intervalos entre manutenções iguais a T = 548h e T = 700h) , e sem

a ocorrência de manutenção.
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Figura 6.3.5: Função con�abilidade com manutenção preventiva de intervalo T = 548h
(valor calculado fazendo Rmkq,T (1000) = 0, 8), com reparo imperfeito e fa-
tor de perfeição k = 0, 85 traçada em linha contínua. Função con�abilidade
com manutenção preventiva de intervalo T = 700h (tracejada) e con�abi-
lidade sem manutenção em linha traco-ponto. Os parâmetros usados deste
componente C1 estão na Tabela 6.1.

Note que a imperfeição nos reparos faz com que a con�abilidade com as intervenções

de manutenção atinja valores menores do que sem tais intervenções para os instantes de

tempo iniciais. A medida em que o tempo t aumenta, o reparo imperfeito provoca degraus

cada vez menores na con�abilidade e se torna menos visível a sua in�uência.

A Figura6.3.6 mostra a derivada em relação ao tempo da função não con�abilidade

para o componente C1 com e sem a ocorrência da manutenção preventiva.
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Figura 6.3.6: Derivada temporal da função não con�abilidade do componente C1, em ma-
nutenção preventiva com intervalos de tempo T = 500h e reparos imperfei-
tos com fator de perfeição k = 0, 85, traçada em linha contínua e função
densidade de probabilidade de C1 em linha tracejada. Os parâmetros do
componente C1 estão na Tabela 6.1.

O intervalo de manutenção T = 692h foi calculado de forma a atender o limite

máximo de taxa de falha hmax = 6, 0× 10−4h−1. Embora para instantes iniciais de tempo

as ações de manutenção reduzam a taxa de falha, neste exemplo, para valores de tempo

superiores a 4 000h, a taxa de falha com a manutenção preventiva é maior que a taxa

sem intervenções de manutenção. A modelagem desta situação não seria possível se as

distribuições Weibull ou exponencial fossem utilizadas, uma vez que, suas taxas de falha

são monótonas. Entretanto, neste caso, é necessário investigar se assumir o risco de

uma taxa de falha mais alta nos instantes iniciais compensa uma taxa de falha inferior

em instantes futuros sem realizar manutenções programadas. A Figura 6.3.7 mostra as

funções taxa de falha.
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Figura 6.3.7: Função taxa de falha de C1 em manutenção preventiva com intervalo de
tempo T = 692h em linha contínua e taxa de falha de C1 em linha tracejada.
Os parâmetros de usados em C1 estão na Tabela 6.1..

6.3.3 Cenário 3 - Taxa de falha crescente - Reparo perfeito

Neste cenário o objetivo é manter uma con�abilidade mínima de 95% num tempo

de funcionamento de 1 500h. Para tal, é preciso que ocorram manutenções preventivas

em intervalos de T = 264h, valor calculado pela solução de Rmq,T (1 500) = 0, 95. A

Figura6.3.8 mostra as curvas de con�abilidade com e sem a consideração da manutenção

preventiva realizada com reparos perfeitos.
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Figura 6.3.8: Função con�abilidade do componente C2 sujeito a manutenção preventiva
em intervalos de tempo T = 264h e reparos perfeitos traçada em linha
contínua, função con�abilidade para intervalos de tempo T = 500h em linha
tracejada e con�abilidade de C2 sem manutenção preventiva em linha traço-
ponto. Os parâmetros do componente C2 estão na Tabela 6.1.

A Figura 6.3.9 mostra a derivada em relação ao tempo da função de falha acumulada

(componente em manutenção preventiva) e função densidade de probabilidade de C2.

0 5 10 15 20 25 30
0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

t ´102h

@
fm

q,
T
=

26
4H

tL
,

f q
Ht
LD
´

10
-

3

Figura 6.3.9: Derivada temporal da não con�abilidade do componente C2 em manutenção
preventiva com intervalos de tempo T = 264h (linha contínua) e função
densidade de probabilidade de C2 traçada em linha tracejada. Os parâmetros
do componente C2 estão na Tabela 6.1.

Para manter o valor da taxa de falha abaixo de hmax = 5× 10−4h−1 as manutenções
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devem ocorrer em intervalos de 800h. A Figura 6.3.10 mostra as funções taxa de falha.
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Figura 6.3.10: Função taxa de falha do componente C2 sob regime de manutenção pre-
ventiva em intervalos de tempos T = 800h e reparo perfeito traçada em
linha contínua e taxa de falha de C2 sem ações de manutenção em linha
tracejada. Os parâmetros do componente C2 estão na Tabela 6.1.

O cálculo do intervalo ótimo de manutenção preventiva é feito pela minimização da

Equação 6.2.21. Para tal foi atribuído um custo de manutenção corretiva Cc = 10 000

unidades monetárias e um custo de manutenção preventiva Cp = 500 unidades monetárias

(valores iguais aos aplicados na subseção 6.3.1, veja Tabela 6.2). O intervalo encontrado

(T = 443h) corresponde a um custo mínimo Zq = 1, 88 unidades monetárias por ciclo de

manutenção conforme a Figura 6.3.11.
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Figura 6.3.11: Custo por ciclo de manutenção. O detalhe mostra a localização do custo
mínimo.

6.3.4 Cenário 4 - Crescente - Reparo imperfeito

A Figura 6.3.12 mostra duas curvas da função con�abilidade com a manutenção pre-

ventiva e reparo imperfeito e outra curva de con�abilidade sem adotar ações de manuten-

ção. A curva em linha contínua se refere à con�abilidade com intervenções de manutenção

a cada 544h, enquanto que na curva tracejada o intervalo é 350h. Este exemplo mostra

que intervalos de manutenção menores necessariamente não signi�cam valores de con�a-

bilidade mais altos quando se trata de reparo imperfeito. Neste caso, intervalos menores

tornaram a con�abilidade menor, fato não ocorrido no exemplo da subseção 6.3.2.
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Figura 6.3.12: Função con�abilidade do componente C2 sob manutenção preventiva em
intervalos de tempo T = 544h (calculado com Rmkq,T (1500) = 0, 7) e
reparos imperfeitos com fator de perfeição k = 0, 9 (linha sólida), con�a-
bilidade para T = 350h com mesmo valor de k e con�abilidade de C2 sem
manutenção (linha traço-ponto). Os parâmetros de C2 estão na Tabela 6.1.

A Figura 6.3.13 mostra a derivada da função não con�abilidade para C2 sob regime

de manutenção preventiva e a sua função densidade de probabilidade.
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Figura 6.3.13: Derivada temporal da não con�abilidade para C2 em regime de manutenção
preventiva com intervalo T = 544h e fator de perfeição k = 0, 9 traçada em
linha contínua e a função densidade de probabilidade em linha tracejada.
Os parâmetros do componente C2 estão na Tabela 6.1.

O intervalo de tempo entre manutenções (T = 516h) assegura um nível máximo
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admissível para a taxa de falha de hmáx = 2, 5 × 10−4h−1. A Figura 6.3.14 mostra as

funções taxa de falha com e sem a manutenção preventiva.
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Figura 6.3.14: Função taxa de falha de C2 em manutenção preventiva com intervalos de
tempo T = 516h e fator de perfeição k = 0, 9 em linha contínua e taxa de
falha sem manutenção em linha tracejada. Os parâmetros de C2 estão na
Tabela 6.1.

6.3.5 Cenários 5a e 5b

Os cenários 5a e 5b utilizam um subsistema composto de dois componentes associ-

ados por uma porta PDep (Dependência Probabilística). No cenário 5a um componente

C3 está associado a um gatilho C4 ( porta PDepC3,C4) e no cenário 5b o componente C4

tem como gatilho o componente C3. Em ambos os casos, a ocorrência do evento gatilho

provoca a falha do componente associado com probabilidade pd = 0, 9. A Figura 6.3.15

mostra as curvas de con�abilidade para os dois casos



136 Capítulo: 6 Manutenções corretiva e preventiva baseadas no modelo q-Weibull

0 1 2 3 4 5 6
0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

t ´103h

R
m

q
,
T
=

56
8H

tL
,R

m
q

,
T
=

10
00
Ht
L,

R
q
Ht
L

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

t ´103h

R
m

q
,
T
=

88
4H

tL
,R

m
q

,
T
=

12
00
Ht
L,

R
q
Ht
L

a) b)

Figura 6.3.15: Função con�abilidade da porta PDep sob manutenção preventiva em inter-
valos de tempo T1 e reparos perfeitos (linha contínua), função con�abilidade
da PDep com intervalos de manutenção T2 (linha tracejada) e con�abili-
dade PDep sem intervenções de manutenção (linha traço-ponto). Em a)
C3 é o componente dependente, C4 é o gatilho, T1 = 568h (calculado com
Rmq,T (3000) = 0, 95) e T2 = 1000h; em b) o componente dependente é C4,
o gatilho é C3, T1 = 884h (calculado comRmq,T (2000) = 0, 9) e T2 = 1200h.

Em ambas as situações, as intervenções de manutenção retardam a queda da con�-

abilidade à medida em os intervalos de manutenção tornam-se menores. Os parâmetros

dos componentes do subsistema estão na Tabela 6.1.

A Figura 6.3.16 mostra as derivadas das funções não con�abilidade com e sem as

intervenções de manutenção.
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Figura 6.3.16: Derivada temporal da função não con�abilidade da porta PDep sob ma-
nutenção preventiva em intervalos de tempo T e reparos perfeitos traçada
em linha contínua, derivada em relação ao tempo da não con�abilidade da
PDep sem intervenções de manutenção com linha tracejada. Em a) C3 é
o componente dependente, C4 é o gatilho e T = 568h ; em b) o compo-
nente dependente é C4, o gatilho é C3 e T = 884h. Os parâmetros dos
componentes do subsistema estão na Tabela 6.1.

A Figura 6.3.17 mostra as funções da taxa de falha para o subsistema submetido à

manutenções periódicas e sem as intervenções de manutenção.
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Figura 6.3.17: Função taxa de falha da porta PDep sob manutenção preventiva em inter-
valos de tempo T e reparos perfeitos traçada em linha contínua, taxa de
falha da PDep sem intervenções de manutenção com linha tracejada. Em
a) C3 é o componente dependente, C4 é o gatilho e T = 1042h (calculado
com hmax = 4× 10−4h−1); em b) o componente dependente é C4, o gatilho
é C3 e T = 975h (calculado com hmax = 3× 10−4h−1). Os parâmetros dos
componentes do subsistema estão na Tabela 6.1.

A Figura 6.3.17b) mostra que, para tempos superiores a 8 700h, o valor da taxa

de falha do subsistema sem manutenção cresce continuamente com o tempo e se afasta



138 Capítulo: 6 Manutenções corretiva e preventiva baseadas no modelo q-Weibull

cada vez mais do valor máximo de taxa de falha adotado. Fica evidente que a adoção de

um valor máximo de taxa de falha preservará o sistema para valores de tempo elevados.

Para o painel b) da mesma �gura, esta mesma constatação não pode ser veri�cada. Para

tempos superiores a 12 500h, a taxa de falha do subsistema sem manutenção se torna

inferior ao valor máximo adotado, e para alguns instantes de tempo, é inferior à taxa de

falha do subsistema submetido a manutenções programadas.

6.4 Conclusões

A distribuição q-Weibull foi aplicada no cálculo de con�abilidade, da derivada tem-

poral da função de falha acumulada e da taxa de falha de sistemas sob manutenção

preventiva em intervalos constantes de tempo. Duas análises mostram resultados para

reparos perfeitos e imperfeitos. Três métodos para a determinação do intervalo de ma-

nutenção foram apresentados: mínimo valor de con�abilidade tolerado, máximo valor

permitido para taxa de falha e custo mínimo por ciclo de manutenção. Os dois primeiros

métodos foram utilizados para serviços de manutenção com reparo perfeito e imperfeito

enquanto que o último método foi aplicado apenas para reparo perfeito. Para o cálculo

do custo mínimo por ciclo de manutenção, foi deduzida a expressão do custo por ciclo de

manutenção em função do intervalo de tempo de intervenção.

Em sistemas com grande número de componentes, é possível realizar o agrupamento

destes, em subsistemas, de acordo com o formalismo de portas (ver Capítulo 5), e montar

as funções de não con�abilidade e suas derivadas. Uma vez estimados os custos de manu-

tenção corretiva e preventiva para cada componente ou subsistema, pode-se determinar o

intervalo de manutenção preditiva para o menor custo por ciclo de manutenção.

Os custos por ciclo de manutenção de cada subsistema podem indicar qual ou quais

deles mais contribuem para gastos. Os subsistemas mais custosos para a manutenção

podem ser investigados num nível de detalhamento maior, especi�cando cada componente

e reaplicando alguma das técnicas descritas para controle de taxa de falha, con�abilidade

ou custo.

Desta forma é possível encontrar qual subsistema ou componente aumenta, de forma

mais acentuada, os custos devido à manutenção preventiva ou corretiva ou ainda qual item

acarreta um decréscimo de con�abilidade a níveis abaixo do tolerado. Estas ações podem

ser úteis em análise de sensibilidade e até mesmo no traçado de estratégias para melhorias

dos sistemas de produção.

Os resultados mostram novas possibilidades de determinação de intervalos de ma-

nutenção preventiva, especialmente em situações nas quais os modelos de Weibull e ex-
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ponencial não são realistas. Os casos mostrados nas Figuras 6.3.7 e 6.3.17a) ilustram tais

situações onde as taxas de falha são crescentes para os instantes iniciais, mas não são

monótonas. Estes casos não podem ser modelados pela distribuição Weibull (com taxa de

falha monótona), nem pela exponencial, cuja taxa de falha é constante, mas são cobertos

com o uso da distribuição q-Weibull.
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7 Conclusões e sugestões para

trabalhos futuros

Várias formulações matemáticas para a função taxa de falha são encontradas na

literatura. Muitos destes modelos, são complicados e apresentam muitos parâmetros. A

inclusão dos parâmetros muitas vezes é feita de forma empírica, ou com algum objetivo

especí�co, como por exemplo, a especi�cação de parâmetros dependentes do tempo, ou

a exponenciação da distribuição elevando a função acumulada a um expoente positivo.

Muitos modelos propostos modi�cam modelos já existentes, como por exemplo, os modelos

derivados da distribuição Weibull. Tais modelos possuem em comum a grande quantidade

de parâmetros e o fato de suas naturezas serem exponenciais.

O modelo proposto para aplicação em con�abilidade é a generalização q-Weibull.

A sua função de falha acumulada é Fq(t) = 1−

[
expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]]2−q

, onde expq =

[1 + (1− q)x]
1

1−q
+ , β e q são parâmetros responsáveis pela forma e η afeta a escala. Esta

distribuição é exponencial apenas na situação limite onde q → 1. Em situações adequadas

o modelo tende a uma lei de potência, com cauda de caimento acentuado, característica

esta, capaz de garantir mais �exibilidade ao seu formato de taxa de falha.

O modelo q-Weibull é capaz de reproduzir, além da taxa de falha constante, outros

quatro formatos de taxa de falha: monótono crescente (com e sem tempo limite), monó-

tono decrescente, unimodal ou banheira (ou com formato de �U�). Todos estes formatos

são obtidos com um conjunto de parâmetros �xo. Este é o primeiro trabalho que identi�ca

na distribuição q-Weibull o formato da curva da banheira em sua taxa de falha. A distri-

buição Weibull é capaz de representar em sua taxa de falha, apenas formatos monótonos,

decrescente (β < 1), constante (β = 1) e crescente (β > 1).

A q-Weibull ainda representa a uni�cação de vários modelos: Burr XII, Weibull, q-

exponencial e exponencial. É uma generalização de modelos e não um modelo alternativo

adicional. A distribuição q-Weibull é uma extensão natural da Weibull e sua de�nição é

compatível com a estatística não-extensiva de Tsallis. A Tabela 3.1 na página 40 mostra

os comportamentos da taxa de falha em função dos parâmetros q e β.

A distribuição q-Weibull permite avaliar a con�abilidade, e por consequência a não-

con�abilidade, o MTBF, a moda, a mediana, os momentos e demais valores característicos

da distribuição, considerando o ciclo de vida completo do item em estudo.
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Uma vez que consegue representar todo o ciclo de vida funcional de um item, co-

brindo as fases de amaciamento, vida útil e envelhecimento, a distribuição q-Weibull se

aproxima mais das recomendações de gestão de recursos da PAS 55-1:2008 e PAS 55-

2:2008. Tais normas buscam a integração de todos os aspectos do ciclo de vida do ativo,

a partir do reconhecimento da necessidade de projeto, aquisição, operação manutenção,

renovação, alteração, até o descarte �nal.

A introdução de generalizações adicionais de forma empírica ou teórica, tais como

o uso de transformações linear e não-linear do tempo, o uso de múltiplas distribuições,

parâmetros dependentes do tempo dentre outras, tal como foi feito com aWeibull (Murthy,

Xie e Jiang (2004)), podem futuramente aumentar a �exibilidade e a precisão da q-Weibull

e abrir novas oportunidades para os pro�ssionais de engenharia de con�abilidade.

Três exemplos de aplicação utilizaram os tempos de funcionamento de componentes

de poços de petróleo para comparar os desempenhos das distribuições q-Weibull e Weibull.

As bombas de fundo e as hastes apresentaram taxas de falha com formato de banheira

e a tubulação de produção, mostrou taxa de falha unimodal. Os dois formatos não

poderiam ser obtidos com a utilização da distribuição Weibull, com apenas um conjunto

de parâmetros. Para tal, seria necessário β < 1, para taxa de falha decrescente, β = 1,

para taxa de falha constante, e β > 1 para taxe da falha crescente. Em todas as análises,

a qualidade do ajuste do modelo q-Weibull foi superior ao Weibull. Tal conclusão é

perceptível nas Figuras 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3 (páginas 48, 50 e 51), nas quais se observa que

a curva de taxa de falha q-Weibull se aproxima mais dos dados amostrais especialmente

na cauda da distribuição.

Os tempos de funcionamento de uma estação de solda robotizada também foram

usados para exempli�car o uso da distribuição q-Weibull. Desta vez, além da distribuição

Weibull, foram feitos ajustes com as distribuições q-exponencial e exponencial. Os quatro

modelos (três deles são casos particulares da q-Weibull) foram comparados. Todos os

tempos de vida, com todos os modos de falha, foram utilizados para cada um dos ajustes.

A distribuição q-Weibull foi a que mais se ajustou às amostras e a curva da função taxa

de falha teve formato de banheira.

Todas as amostras foram divididas em três intervalos disjuntos e a cada um foi

ajustada uma distribuição Weibull. Os limites de divisão foram escolhidos empiricamente

de forma a tornar os ajustes melhores. Os resultados da aplicação da distribuição Weibull

mostraram que nos instantes iniciais a taxa de falha foi decrescente (β = 0, 65), no

intervalo central a taxa de falha foi aproximadamente constante (β = 1, 04) e, no trecho

�nal, a taxa de falha foi crescente (β = 1, 74). O resultado comprova que o formato da

curva da banheira é realmente coerente com cada trecho considerado isoladamente, da
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mesma forma que com a totalidade dos dados amostrais.

De forma geral, modelos com um número maior de parâmetros tendem a ser mais

�exíveis. A inclusão de parâmetro, naturalmente, costuma consumir mais recursos no

ajuste do modelo. O Critério de Informação Akaike (AIC) foi utilizado para comparar

a e�ciência dos modelos, considerando que possuem quantidades diferentes de parâme-

tros. O modelo q-Weibull foi o melhor dos modelos testados na estação de solda, mesmo

possuindo um número maior de parâmetros.

Para desenvolver sua função adequadamente, um componente precisa funcionar em

conjunto com outro ou com vários outros. As formas de associação entre os componentes

foram apresentadas segundo o formalismo de Árvores de Falha Dinâmicas (AFD). As

AFD consideram não somente o estado falho dos componentes, mas também a ordem em

que falhas se processam, permitindo a análise em caráter combinacional e sequencial de

falhas.

Os cálculos da função de falha acumulada (não con�abilidade) e da função densi-

dade de cada porta de uma AFD (AND, OR, KofN, PDep, PAND, SEQ e WSP) foram

mostrados. Cálculos alternativos, por meio de algoritmos baseados na geração de tempos

por simulação de Monte Carlo foram desenvolvidos para cada porta. Para todos os exem-

plos de associação mostrados, os algoritmos conduziram a resultados compatíveis com os

cálculos exatos.

Para ilustrar os possíveis formatos da função taxa de falha da saída das portas

AND, OR, PDep, PAND e SEQ, dois componentes hipotéticos foram de�nidos como suas

entradas. Uma vez que na distribuição q-Weibull a taxa de falha apresenta 5 formatos

diferentes, a combinação destes formatos nas duas entradas fornecem 10 casos para as

portas AND e OR e 20 casos para as portas PDep, PAND e SEQ, pois nestas, a ordem

(ou a posição) das entradas interfere no resultado.

Para a porta KofN foi ilustrada a situação 2de3 também com 10 casos diferentes.

A porta WSP foi ilustrada com 7 casos diferentes, 5 destes com apenas um componente

principal e um reserva com mesmo formato de taxa de falha, outro com principal e reserva

de formatos diferentes e o último caso com principal e dois componentes reserva de mesmo

formato de taxa de falha.

Os resultados mostram uma grande variedade de formatos de taxa de falha dife-

rentes. Praticamente todos os formatos classi�cados em em Murthy, Xie e Jiang (2004,

p. 48), que apresenta muitas maneiras de modi�cação do modelo Weibull, como parâ-

metros dependentes do tempo, exponenciais aninhadas e Weibull exponenciada, foram

reproduzidos (vide Figura 5.3.1 na página 114).
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Um resultado importante foi encontrado na porta que modela a dependência proba-

bilística PDep com apenas 2 entradas (e consequentemente 6 parâmetros). Este modelo

apresenta 10 formatos de taxa de falha diferentes:

a) decrescente;

b) decrescente-constante;

c) decrescente-unimodal;

d) constante-crescente;

e) unimodal;

f) unimodal deslocada;

g) unimodal-crescente;

h) bimodal;

i) formato de �U�;

j) formato de �W�.

Este modelo parece ter sido o mais versátil quando são comparados seus resultados ao

número de parâmetros necessários para sua utilização. Trabalhos futuros poderão utilizar

as funções densidade e acumulada deduzidas segundo o formalismo PDep como uma

distribuição derivada da q-Weibull.

Embora os formatos de taxa de falha unimodal e banheira possam ser obtidos a partir

de duas entradas, uma com taxa de falha decrescente, e outra crescente, em portas AND

e OR respectivamente a distribuição Weibull possui a desvantagem de necessitar para

isto, do uso de 3 parâmetros adicionais. A distribuição q-Weibull é capaz de, sozinha,

proporcionar estes resultados com apenas 3 parâmetros (e não 6 como na Weibull). Em

associações por meio de AFD, a q-Weibull amplia mais ainda a capacidade de modelar

formatos diferentes de taxa de falha. A Tabela 5.13 na página 115 mostra alguns destes

formatos possíveis (vide Capítulo 5 na página 61).

Uma vez que é possível prever a falha de um sistema a partir de seus componentes,

uma política de manutenção programada pode ser criada para reduzir os custos de manter

um sistema em operação. Ao estabelecer um critério para que tarefas de manutenção sejam

iniciadas, pode-se antecipar à condição falha e evitar os prejuízos de uma parada não

esperada. A distribuição q-Weibull foi aplicada no cálculo de con�abilidade, da derivada

temporal da função de falha acumulada e da taxa de falha de sistemas sob manutenção

preventiva em intervalos constantes de tempo.

Foram cobertos os casos de reparos perfeitos e imperfeitos. O coe�ciente de perfeição

0 < k < 1 foi usado para descrever o grau de perfeição do reparo (tanto maior quanto

mais próximo de 1). Este fator multiplicativo afeta o valor da con�abilidade cada vez que
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o reparo imperfeito é realizado.

Três métodos para a determinação do intervalo de manutenção foram apresentados:

mínimo valor de con�abilidade tolerado, máximo valor permitido para taxa de falha e

custo mínimo por ciclo de manutenção. Os dois primeiros métodos foram utilizados para

serviços de manutenção com reparo perfeito e imperfeito enquanto que o último método

foi aplicado apenas para reparo perfeito. Para o cálculo do custo mínimo por ciclo de

manutenção, foi deduzida a expressão do custo por ciclo de manutenção em função do

intervalo de tempo de intervenção. O resultado pode ser encontrado analiticamente para

um componente. Para associações de componentes em portas, métodos numéricos podem

encontrar os resultados.

O formalismo das AFD torna possível que, em sistemas nos quais há um grande

número de componentes, estes possam ser agrupados como subsistemas e as funções de

não con�abilidade e suas derivadas possam ser montadas (analiticamente ou em forma

tabular). De posse de estimativas de custos de manutenção corretiva e preventiva dos

subsistemas, pode-se determinar o intervalo de manutenção preditiva com o menor custo

por ciclo de manutenção.

O conhecimento dos custos por ciclo de manutenção dos subsistemas podem fornecer

a indicação de quais deles oneram a instituição. Os subsistemas mais custosos podem então

ser estudados em um nível de detalhamento mais profundo, alcançando cada componente

e reaplicando alguma das técnicas descritas para controle de taxa de falha, con�abilidade

ou custo.

Desta forma é possível encontrar qual subsistema ou componente aumenta, de forma

mais acentuada, os custos devido à manutenção preventiva ou corretiva ou ainda qual item

acarreta um decréscimo de con�abilidade a níveis abaixo do tolerado. Trabalhos futuros

podem aplicar estas ações em sistemas reais para a de�nição de estratégias de manutenção

e para melhorias dos próprios sistemas de produção.

Os resultados mostram possibilidades de determinação de intervalos de manutenção

preventiva, especialmente em situações nas quais os modelos de Weibull e exponencial não

são realistas, por apresentarem taxas de falha monótonas. Os casos mostrados na Figura

6.3.7 na página 130e na Figura 6.3.17a) na página 137 ilustram duas destas situações onde

as taxas de falha são crescentes para os instantes iniciais, mas não são monótonas. Estes

casos não podem ser modelados pela distribuição Weibull (com taxa de falha monótona),

nem pela exponencial, cuja taxa de falha é constante, mas são cobertos com o uso da

distribuição q-Weibull.

Houve acesso apenas a tempos de vida de uma estação de solda e a dados isolados
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sobre componentes de poços de petróleo, o que proporcionou a validação do modelo de

taxa de falha. O acesso a informações adicionais sobre manutenção de componentes,

de equipamentos, condições de operação, estratégias de manutenção, fatores ambientais,

dentre outros, permitiria a validação do modelo de forma bem mais ampla e rigorosa.

Trabalhos futuros poderão aplicar a metodologia proposta nos sistemas de poços de

petróleo automatizados e um programa de computador pode ser desenvolvido para guiar

a aplicação das ferramentas propostas de forma amigável e automatizada.
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Apêndice A � Deduções das principais

expressões

A.1 Funções de con�abilidade e derivadas

A.1.1 Função densidade de probabilidade Weibull

f(t) =
β(t− t0)β−1

(η − t0)β
exp

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
t ≥ t0 (A.1.1)

A.1.2 Função densidade de probabilidade q-Weibull

fq(t) =
β (2− q)
η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
, t ≥ t0 (A.1.2)

A.1.3 Função q-exponencial

expq(x) =


exp(x), se q = 1

(1 + (1− q)x)
1

1−q , se q 6= 1 ∧ (1 + (1− q)x) > 0

0, se q 6= 1 ∧ (1 + (1− q)x) ≤ 0

(A.1.3)

A.1.4 Função con�abilidade

A função con�abilidade é Rq(t) =
∞́

t

fq(x)dx, ou seja,

Rq(t) =

∞̂

t

β (2− q)
η − t0

(
t′ − t0
η − t0

)β−1

expq

[
−
(
t′ − t0
η − t0

)β]
dt′ (A.1.4)

Sabe-se que
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∞̂

t

expq(ζ)dζ =
1

(2− q)
[
expq(ζ)

]2−q
(A.1.5)

Identi�cando ζ = −
(
t′−t0
η−t0

)β
, logo dζ = −β

(
1

η−t0

)(
t′−t0
η−t0

)β−1

dt′ temos:

Rq(t) = − (2− q)
∞́

t

expq [ζ] dζ , (A.1.6)

usando a integral da q-exponencial (Equação A.1.5) �ca:

Rq(t) = − (2− q) 1
(2−q)

∣∣∣[expq(ζ)
]2−q∣∣∣∞

t

= −
∣∣∣[expq(ζ)

]2−q∣∣∣∞
t

= −

∣∣∣∣∣
{

expq

[
−
(
t′−t0
η−t0

)β]}2−q
∣∣∣∣∣
∞

t

(A.1.7)

e a con�abilidade é:

Rq(t) =

{
expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}2−q

, t ≥ t0 (A.1.8)

A.1.5 Função de falha acumulada

F q(t) = 1−

{
expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}2−q

, t ≥ t0 (A.1.9)

A.1.6 Função taxa de falha

hq(t) =
f(t)

R(t)
=

β(2−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1

expq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]
{

expq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}2−q (A.1.10)

hq(t) =
β (2− q)
η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1
{

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}q−1

(A.1.11)
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A.1.7 Derivada temporal da taxa de falha

A derivada da q-exponencial é:

d expq x

dx
=
(
expq x

)q
(A.1.12)

Fazendo k = β(2−q)
η−t0 e ζ =

(
t−t0
η−t0

)
na Equação A.1.11 temos dζ = 1

η−t0dt

hq(t) = kζβ−1
{

expq
[
−ζβ

]}q−1
(A.1.13)

h′q(t)
k

= (β − 1) ζβ−2 1
η−t0

{
expq

[
−ζβ

]}q−1
+

+ζβ−1 (q − 1)
{

expq
[
−ζβ

]}q−2 {
expq

[
−ζβ

]}q
(−β)

(
ζβ−1

)
1

η−t0

(A.1.14)

h′q(t)

k
= (β − 1) ζβ−2 1

η − t0
{

expq
[
−ζβ

]}q−1
+ζ2β−2 (q − 1)

{
expq

[
−ζβ

]}2q−2
(−β)

1

η − t0
(A.1.15)

h′q(t) =
k

η − t0
{

expq
[
−ζβ

]}q−1
ζβ−2

{
(β − 1) + ζβ (q − 1)

{
expq

[
−ζβ

]}q−1
(−β)

}
(A.1.16)

Chamando l =
{

(β − 1) + ζβ (q − 1)
{

expq
[
−ζβ

]}q−1
(−β)

}
temos

l = (β − 1) + ζβ (q − 1)
{[

1 + (1− q)
(
−ζβ

)] 1
1−q
+

}q−1

(−β) (A.1.17)

l = (β − 1) + ζβ (q − 1)
{[

1 + (1− q)
(
−ζβ

)]−1

+

}
(−β) (A.1.18)

l = (β − 1) +
ζβ (q − 1) (−β)

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.19)

l =
(β − 1)

[
1 + (1− q)

(
−ζβ

)]
+

+ ζβ (q − 1) (−β)

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.20)
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l =
(β − 1) + (β − 1) (1− q)

(
−ζβ

)
+ ζβ (q − 1) (−β)

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.21)

l =
(β − 1) + (β − 1) (q − 1)

(
ζβ
)

+ ζβ (q − 1) (−β)

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.22)

l =
(β − 1) + (q − 1)

(
ζβ
)

[(β − 1) + (−β)]

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.23)

l =
(β − 1) + (1− q)

(
ζβ
)

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.24)

l =
(β − 1)

[
1 +

(
1−q
β−1

) (
ζβ
)]

[1 + (1− q) (−ζβ)]+
(A.1.25)

h′q(t) =
k (β − 1)

η − t0
{

expq
[
−ζβ

]}q−1
ζβ−2

 1 +
(

1−q
β−1

)
ζβ

[1 + (1− q) (−ζβ)]+

 (A.1.26)

h′q(t) =
k (β − 1)

η − t0
ζβ−2

[1 + (1− q) (−ζβ)]+

 1 +
(

1−q
β−1

)
ζβ

[1 + (1− q) (−ζβ)]+

 (A.1.27)

h′q(t) =
k (β − 1) ζβ−2

η − t0

 1 +
(

1−q
β−1

)
ζβ

[1 + (1− q) (−ζβ)]2+

 (A.1.28)

h′q(t) =
β (2− q)
η − t0

(β − 1) ζβ−2

η − t0

 1 +
(

1−q
β−1

)
ζβ

[1 + (1− q) (−ζβ)]2+

 (A.1.29)

h′q(t) =
(2− q) β (β − 1)

(
t−t0
η−t0

)β−2

(η − t0)2


1 +

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
[
1 + (1− q)

(
−
(
t−t0
η−t0

)β)]2

+

 (A.1.30)
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Note que lim
q→1

h′q(t) = β(β−1)

(η−t0)2

(
t−t0
η−t0

)β−2

.

Tempo para o qual a derivada h′q(t) = 0

1 +

(
1− q
β − 1

)(
t− t0
η − t0

)β
= 0 (A.1.31)

(
1− q
1− β

)(
t− t0
η − t0

)β
= 1 (A.1.32)

(
t− t0
η − t0

)β
=

1(
1−q
1−β

) (A.1.33)

t− t0
η − t0

=

[
1− β
1− q

]1/β

(A.1.34)

t∗ = t0 + (η − t0)

(
1− β
1− q

)1/β

(A.1.35)

Valor extremo da taxa de falha

hq(t
∗) =

β (2− q)
η − t0

(
t∗ − t0
η − t0

)β−1
{

expq

[
−
(
t∗ − t0
η − t0

)β]}q−1

(A.1.36)

hq(t
∗) = β(2−q)

η−t0

(
t0+(η−t0)( 1−β

1−q )
1/β
−t0

η−t0

)β−1

×{
expq

[
−
(
t0+(η−t0)( 1−β

1−q )
1/β
−t0

η−t0

)β]}q−1 (A.1.37)

hq(t
∗) = β(2−q)

η−t0

((
1−β
1−q

)1/β
)β−1

×{
expq

[
−
((

1−β
1−q

)1/β
)β]}q−1 (A.1.38)

hq(t
∗) = β(2−q)

η−t0

(
1−β
1−q

)β−1
β
{

expq

[
−
(

1−β
1−q

)]}q−1
(A.1.39)

Recorrendo a de�nição da q-exponencial em Equação A.1.3
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hq(t
∗) = β(2−q)

η−t0

(
1−β
1−q

)β−1
β

{[
1− (1− q)

(
1−β
1−q

)] 1
1−q

+

}q−1

(A.1.40)

hq(t
∗) = β(2−q)

η−t0

(
1−β
1−q

)β−1
β

{
[β]

1
1−q
+

}q−1

(A.1.41)

hq(t
∗) = β(2−q)

η−t0

(
1−β
1−q

)β−1
β
β−1 (A.1.42)

hq(t
∗) = 2−q

η−t0

(
1−β
1−q

)β−1
β (A.1.43)

A.1.8 Segunda derivada temporal da taxa de falha

Identi�cando na Equação A.1.30 m = (2−q)β(β−1)

(η−t0)2
, fazendo u =

(
t−t0
η−t0

)β−2

e

v =
1 +

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
[
1 + (1− q)

(
−
(
t−t0
η−t0

)β)]2

+

(A.1.44)

A segunda derivada temporal da taxa de falha é:

h′′q(t) = m(uv)′ (A.1.45)

h′′q(t) = m(u′v + uv′) (A.1.46)

Sabemos que:

u′ =

(
β − 2

η − t0

)(
t− t0
η − t0

)β−3

(A.1.47)

Na Equação A.1.44 fazendo r = 1+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
e s =

[
1 + (1− q)

(
−
(
t−t0
η−t0

)β)]2

+

temos v = r
s
e a derivada do quociente é v′ =

(
r
s

)′
= r′s−rs′

s2
.
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r′ =
(

1−q
β−1

)
β

η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1
(A.1.48)

s′ = 2

{
1 + (1− q)

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}
(−β) (1− q)

η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

(A.1.49)

v′s2 =
(

1−q
β−1

)
β

η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1
{

1 + (1− q)
[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}2

−[
1 +

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β]
2

{
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}
(−β)(1−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1

(A.1.50)

v′s2 =

β(1−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1
{

1 + (1− q)
[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}
×

(
1

β−1

){
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}
+[

1 +
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β]
2


(A.1.51)

Chamando p =
(

1
β−1

){
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}
+

[
1 +

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β]
2 te-

mos

p =

{(
1

β−1

)
+
(

1−q
β−1

)[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}
+

[
2 + 2

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β]
(A.1.52)

p =
(

1
β−1

)
−
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2 + 2

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
(A.1.53)

p =
(

1
β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2 (A.1.54)

Retornando a Equação A.1.51
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v′s2 = β(1−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1
{

1 + (1− q)
[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}{ (
1

β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
(A.1.55)

v′ =

β(1−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1
{ (

1
β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
[
1+(1−q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]3
+

(A.1.56)

Agora temos:

h′′q(t) = m



(
β−2
η−t0

)(
t−t0
η−t0

)β−3 1+( 1−q
β−1)

(
t−t0
η−t0

)β
[
1+(1−q)

(
−
(
t−t0
η−t0

)β)]2
+

+

(
t−t0
η−t0

)β−2

β(1−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1
{ (

1
β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
[
1+(1−q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]3
+


(A.1.57)

h′′q(t) = m 1

(η−t0)

[
1+(1−q)

(
−
(
t−t0
η−t0

)β)]2
+

(
t−t0
η−t0

)β−3

×
(β − 2) + (β − 2)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+

β (1− q)
(
t−t0
η−t0

)β { (
1

β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
[
1+(1−q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]


(A.1.58)

Denominando g =


(β − 2) + (β − 2)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+

β (1− q)
(
t−t0
η−t0

)β { (
1

β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
[
1+(1−q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]

 te-

mos:
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g =





[
(β − 2) + (β − 2)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β] [
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]
+

β (1− q)
(
t−t0
η−t0

)β { (
1

β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
[

1+(1−q)
[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]


(A.1.59)

g =





(β − 2) + (β − 2)
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+[

(β − 2) + (β − 2)
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β]
(1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]
+

β (1− q)
(
t−t0
η−t0

)β { (
1

β−1

)
+
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ 2

}
[

1+(1−q)
[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]


(A.1.60)

g =




(β − 2) + (β − 2)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
− (β − 2) (1− q)

(
t−t0
η−t0

)β
+

− (β − 2) (1− q)
(
t−t0
η−t0

)2β (
1−q
β−1

)
+ β

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+

β (1− q)
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)2β

+ 2β (1− q)
(
t−t0
η−t0

)β
[

1 + (1− q)
[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]



(A.1.61)

g =



 (β − 2) + (2β − 2)
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)β
+ (β + 2) (1− q)

(
t−t0
η−t0

)β
+

2 (1− q)
(

1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)2β


[
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]


(A.1.62)
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g =


(β − 2) + 2 (1− q)

(
t−t0
η−t0

)β
+ (β + 2) (1− q)

(
t−t0
η−t0

)β
+ 2 (1− q)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)2β[
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]


(A.1.63)

g =


(β − 2) + (β + 4) (1− q)

(
t−t0
η−t0

)β
+ 2 (1− q)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)2β[
1 + (1− q)

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]]
 (A.1.64)

Retornando os valores de g e m:

h′′q(t) = (2−q)β(β−1)

(η−t0)3

(
t−t0
η−t0

)β−3

×
(β − 2) + (β + 4) (1− q)

(
t−t0
η−t0

)β
+ 2 (1− q)

(
1−q
β−1

)(
t−t0
η−t0

)2β

[
1+(1−q)

(
−
(
t−t0
η−t0

)β)]3
+


(A.1.65)

A.2 Tempo máximo da distribuição q-Weibull

(1 + (1− q)x) = 0⇒ 1− (1− q)
(
tmax − t0
η − t0

)β
= 0 (A.2.1)

(1− q)
(
tmax − t0
η − t0

)β
= 1⇒

(
tmax − t0
η − t0

)β
=

1

1− q
(A.2.2)

tmax − t0
η − t0

=

(
1

1− q

) 1
β

⇒ tmax − t0 = (η − t0)

(
1

1− q

) 1
β

(A.2.3)

tmax = t0 + (η − t0) (1− q)−
1
β (A.2.4)
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A.3 Momentos da distribuição q-Weibull para t0 6= 0

A.3.1 Momento de ordem n para q > 1

µ′n =

∞̂

0

tnfq(t)dt =

∞̂

t0

tn(2− q) β

η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
dt (A.3.1)

chamando τ = t−t0
η−t0 temos t = τ (η − t0) + t0 e dt = (η − t0) dτ e

µ′n =
∞́

t0

[(η − t0) τ + t0]n (2− q) β
η−t0 (τ)β−1 expq

[
− (τ)β

]
(η − t0) dτ

=
∞́

t0

n∑
j=0

{(
n
j

)
[(η − t0) τ ]j tn−j0

}
(2− q) β

η−t0 (τ)β−1 expq

[
− (τ)β

]
(η − t0) dτ

=
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

t0

τ jβ (τ)β−1 expq

[
− (τ)β

]
βdτ

}

=
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

t0

β (τ)β+j−1 expq

[
− (τ)β

]
βdτ

}
(A.3.2)

chamando τβ = x temos dx = βτβ−1dτ e τ = x
1
β logo dτ = 1

β

(
x

1
β

)β−1dx ou seja

dτ = 1

βx
β−1
β

dx. Retornando a µ′n temos:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

0

β
(
x

1
β

)β+j−1

expq

[
−
(
x

1
β

)β]
1

βx
β−1
β

dx

}
=

n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

0

x
β+j−1
β expq [−x]x

1−β
β dx

}
=

n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

0

x
j
β expq [−x] dx

} (A.3.3)

Utilizando a representação integral da q-exponencial de Tsallis (1994a) temos:

expq(−x) =
1

Γ
(

1
q−1

) ∞̂

0

u
1
q−1
−1 e−u e−(q−1)xu du (q > 1, x > 0). (A.3.4)
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O n-ésimo momento �ca:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

0

x
j
β dx expq [−x]

}
=

n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞́

0

x
j
β dx 1

Γ( 1
q−1)

∞́

0

u
1
q−1
−1 e−u e−(q−1)xu du

} (A.3.5)

Invertendo a ordem da integração:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)
Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−1 e−u

∞́

0

dxx
j
β e−(q−1)xu

}
(A.3.6)

Comparando a integral interna com a de�nição da função Γ:

Γ(z) =

∞̂

0

e−vvz−1dv (A.3.7)

Identi�cando v = (q − 1)xu temos x = v
(q−1)u

com dx = dv
(q−1)u

e z − 1 = j/β logo

z = 1 + j/β temos que:

∞́

0

dxx
j
β e−(q−1)xu =

∞́

0

dv
(q−1)u

(
v

(q−1)u

) j
β
e−v

=
∞́

0

dv

(q−1)
1+

j
β u

1+
j
β

v
j
β e−v

= 1

(q−1)
1+

j
β u

1+
j
β

∞́

0

v
j
β e−vdv

= 1

(q−1)
1+

j
β u

1+
j
β

Γ
(

1 + j
β

)
(A.3.8)

Retornando:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)
Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−1 e−u

Γ(1+ j
β )

(q−1)
1+

j
β u

1+
j
β

}
(A.3.9)

Organizando:
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µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)Γ(1+ j
β )

(q−1)
1+

j
β Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−1 e−u 1

u
1+

j
β

}

=
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)Γ(1+ j
β )

(q−1)
1+

j
β Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−1−1− j

β e−u

}

=
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)Γ(1+ j
β )

(q−1)
1+

j
β Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−2− j

β e−u

} (A.3.10)

Comparando novamente com a de�nição de Γ temos:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)Γ(1+ j
β )

(q−1)
1+

j
β Γ( 1

q−1)
Γ
(

1
q−1
− 1− j

β

)}
(A.3.11)

Com as restrições 1
q−1

> 0 ⇒ q − 1 > 0 ⇒ q > 1 e 1
q−1
− 1− j

β
> 0 ⇒ 1

q−1
> 1 + j

β

⇒ q − 1 < β
β+j
⇒ q < 1 + β

β+j
, ou seja 1 < q < 1 + β

β+j
, onde j = 1, 2, · · · , n então

1 < q < 1 + β
β+n

. A Equação A.3.11 pode ser reescrita considerando que 1
q−1
− 1 = 2−q

q−1

e usando a propriedade da função gama Γ(m+ 1) = mΓ(m). Identi�cando m+ 1 = 1
q−1

,

portanto Γ
(

1
q−1

)
=
(

1
q−1
− 1
)

Γ
(

1
q−1
− 1
)

=
(

2−q
q−1

)
Γ
(

2−q
q−1

)
. Com isso Equação A.3.11

�ca:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

) tn−j0 (η−t0)j(2−q)Γ(1+ j
β )

(q−1)
1+

j
β ( 2−q

q−1)Γ( 2−q
q−1)

Γ
(

1
q−1
− 1− j

β

)}
(A.3.12)

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j

Γ(1+ j
β )

(q−1)
j
β Γ( 2−q

q−1)
Γ
(

1
q−1
− 1− j

β

)}
=

n∑
j=0

{
(nj)t

n−j
0 (η−t0)j

Γ( 2−q
q−1)

1

(q−1)
j
β

Γ
(

1 + j
β

)
Γ
(

1
q−1
− 1− j

β

)}
=

n∑
j=0

{
(nj)t

n−j
0 (η−t0)j

Γ( 2−q
q−1)

1

(q−1)
j
β

Γ
(

1 + j
β

)
Γ
(

2−q
q−1
− j

β

)} (A.3.13)

ou seja:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
Γ( 2−q

q−1
− j
β )

(q−1)
j
β Γ( 2−q

q−1)

}
, 1 < q < 1 + β

β+n
(A.3.14)
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Note que limq→1µ
′
n =

n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)}
que é a expressão do n-ésimo

momento da distribuição Weibull. Chamando qmax = 1 + β
j+β

tem-se limβ→0qmax = 1,

limβ→∞qmax = 2 e limj→∞qmax = 1.

A.3.2 Momento de ordem n para q < 1

Utilizando a representação integral da q-exponencial válida para q < 1 vide Lenzi,

Mendes e Rajagopal (1999)

expq(−x) = 1
2π

Γ
(

2−q
1−q

) ∞́

−∞

e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

e−(1−q)(1+iu)xdu,

(q < 1, 1− (1− q)x > 0)

(A.3.15)

o n-ésimo momento �ca

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

∞̂

0

dx x
j
β

1

2π
Γ

(
2− q
1− q

) ∞̂

−∞

e1+iu

(1 + iu)
2−q
1−q

e−(1−q)(1+iu)xdu


(A.3.16)

Invertendo a ordem de integração:

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

Γ
(

2−q
1−q

)
2π

∞̂

−∞

du
e1+iu

(1 + iu)
2−q
1−q

∞̂

0

dx x
j
β e−(1−q)(1+iu)x


(A.3.17)

Comparando a integral interna com a de�nição da função gama: Γ(z) =
∞́

0

dv vz−1e−v,

identi�cando v = (1− q)(1 + iu)x, logo dv = (1− q)(1 + iu)dx e a integral �ca

∞́

0

dx x
j
β e−(1−q)(1+iu)x =

∞́

0

dv
(

1
(1−q)(1+iu)

)(
v

(1−q)(1+iu)

) j
β
e−v

=
(

1
(1−q)(1+iu)

)1+ j
β
∞́

0

dv (v)
j
β e−v

= 1

(1−q)1+
j
β (1+iu)

1+
j
β

Γ
(

1 + j
β

)
,

(A.3.18)

e assim
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µ′n =
n∑
j=0


(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q) Γ( 2−q

1−q )
2π
×

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

1

(1−q)1+
j
β (1+iu)

1+
j
β

Γ
(

1 + j
β

)
 (A.3.19)

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j (2− q)

Γ
(

2−q
1−q

)
2π

∞̂

−∞

du
e1+iu

(1 + iu)
2−q
1−q

1

(1 + iu)1+ j
β

Γ
(

1 + j
β

)
(1− q)1+ j

β


(A.3.20)

µ′n =
n∑
j=0


(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
2−q
1−q

)
(2−q)
(1−q)

Γ(1+ j
β )

(1−q)
j
β

1
2π
×

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

1

(1+iu)
1+

j
β

 (A.3.21)

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
2− q
1− q

)
(2− q)
(1− q)

Γ
(

1 + j
β

)
(1− q)

j
β

1

2π

∞̂

−∞

du
e1+iu

(1 + iu)
2−q
1−q+1+ j

β

 ,

(A.3.22)

mas a função gama admite outra representação integral (vide Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey

(1994) equação 8.315 2).

2πe−abbz−1

Γ(z)
=

∞̂

−∞

du
ebui

(a+ iu)z
(A.3.23)

identi�cando a = 1, z = 2−q
1−q + 1 + j

β
, b = 1, a integral interna �ca

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q+1+

j
β

= e
∞́

−∞
du eui

(1+iu)
2−q
1−q+1+

j
β

= e 2πe−11z−1

Γ( 2−q
1−q+1+ j

β )

= 2π

Γ( 2−q
1−q+1+ j

β )

(A.3.24)

assim a expressão do n-ésimo momento �ca:



172 Apêndice A

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
2− q
1− q

)
(2− q)
(1− q)

Γ
(

1 + j
β

)
(1− q)

j
β

1

2π

2π

Γ
(

2−q
1−q + 1 + j

β

)


(A.3.25)

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j

(2− q)
(1− q)

Γ

(
2− q
1− q

) Γ
(

1 + j
β

)
(1− q)

j
β

1

Γ
(

2−q
1−q + 1 + j

β

)
 (A.3.26)

usando a propriedade Γ(z + 1) = zΓ(z) tem-se:

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
2− q
1− q

+ 1

) Γ
(

1 + j
β

)
(1− q)

j
β

1

Γ
(

2−q
1−q + 1 + j

β

)
 (A.3.27)

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 +

j

β

) Γ
(

2−q
1−q + 1

)
(1− q)

j
βΓ
(

2−q
1−q + 1 + j

β

)
 (A.3.28)

µ′n =
n∑
j=0


(
n

j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 +

j

β

) Γ
(

3−2q
1−q

)
(1− q)

j
βΓ
(

3−2q
1−q + j

β

)
 (A.3.29)

O n-ésimo momento �ca:

µ′n =
n∑
j=0

{(
n
j

)
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
Γ( 3−2q

1−q )

(1−q)
j
β Γ( 3−2q

1−q + j
β )

}
,

q < 1

(A.3.30)
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A.3.3 Momentos em torno da média

µn =

∞̂

0

(t− µ′1)
n
fq(t)dt =

∞̂

t0

(t− µ′1)
n

(2− q) β

η − t0

(
t− t0
η − t0

)β−1

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
dt

(A.3.31)

Equação A.3.2 �ca:

µn =
∞́

t0

[(η − t0) τ + t0 − µ′1]n (2− q) β
η−t0 (τ)β−1 expq

[
− (τ)β

]
(η − t0) dτ

=
n∑
j=0

{(
n
j

)
(t0 − µ′1)n−j (η − t0)j (2− q)

∞́

t0

β (τ)β+j−1 expq

[
− (τ)β

]
βdτ

} (A.3.32)

Observando a Equação A.3.14 e a Equação A.3.30 temos:

µn =
n∑
j=0

{(
n
j

)
(t0 − µ′1)n−j (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
Γ( 2−q

q−1
− j
β )

(q−1)
j
β Γ( 2−q

q−1)

}
, 1 < q < 1 + β

β+n

(A.3.33)

e

µn =
n∑
j=0

{(
n
j

)
(t0 − µ′1)n−j (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
Γ( 3−2q

1−q )

(1−q)
j
β Γ( 3−2q

1−q + j
β )

}
,

q < 1

(A.3.34)

Note que lim
q→1

µn =
n∑
j=0

[(
n
j

)
(t0 − µ′1)n−j (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)]
.
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A.4 Momentos da distribuição q-Weibull para t0 = 0

A.4.1 Momento de ordem n para q > 1

µn =

∞̂

0

tnfq(t)dt =

∞̂

0

tn(2− q)β
η

(
t

η

)β−1

expq

[
−
(
t

η

)β]
dt (A.4.1)

chamado τ = t/η temos dt = ηdτ e

µn =
∞́

0

ηnτn(2− q)β
η

(τ)β−1 expq

[
− (τ)β

]
ηdτ

= (2− q)ηn
∞́

0

βτβ+n−1 expq
[
−τβ

]
dτ

(A.4.2)

chamando τβ = x temos dx = βτβ−1dτ e τ = x
1
β logo dτ = 1

β

(
x

1
β

)β−1dx ou seja

dτ = 1

βx
β−1
β

dx. Retornando a µn temos:

µn = ηn(2− q)
∞́

0

β
(
x

1
β

)β+n−1

expq

[
−
(
x

1
β

)β]
1

βx
β−1
β

dx

= ηn(2− q)
∞́

0

x
β+n−1

β expq [−x]x
1−β
β dx

= ηn(2− q)
∞́

0

x
n
β expq [−x] dx

(A.4.3)

Utilizando a representação integral da q-exponencial Tsallis (1994a) temos:

expq(−x) =
1

Γ
(

1
q−1

) ∞̂

0

u
1
q−1
−1 e−u e−(q−1)xu du (q > 1, x > 0). (A.4.4)

O n-ésimo momento �ca:

µn = ηn(2− q)
∞́

0

x
n
β dx expq [−x]

= ηn(2− q)
∞́

0

x
n
β dx 1

Γ( 1
q−1)

∞́

0

u
1
q−1
−1 e−u e−(q−1)xu du

(A.4.5)
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Invertendo a ordem da integração:

µn = ηn(2−q)
Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−1 e−u

∞́

0

dxx
n
β e−(q−1)xu (A.4.6)

Comparando a integral interna com a de�nição da função Γ:

Γ(z) =

∞̂

0

e−vvz−1dv (A.4.7)

Identi�cando v = (q − 1)xu temos x = v
(q−1)u

com dx = dv
(q−1)u

e z − 1 = n/β logo

z = 1 + n/β temos que:

∞́

0

dxx
n
β e−(q−1)xu =

∞́

0

dv
(q−1)u

(
v

(q−1)u

)n
β
e−v

=
∞́

0

dv

(q−1)
1+n

β u
1+n

β
v
n
β e−v

= 1

(q−1)
1+n

β u
1+n

β

∞́

0

v
n
β e−vdv

= 1

(q−1)
1+n

β u
1+n

β
Γ
(

1 + n
β

)
(A.4.8)

Retornando:

µn = ηn(2−q)
Γ( 1

q−1)

∞́

0

du u
1
q−1
−1 e−u

Γ(1+n
β )

(q−1)
1+n

β u
1+n

β
(A.4.9)

Organizando:

µn =
ηn(2−q)Γ(1+n

β )
Γ( 1

q−1)(q−1)
1+n

β

∞́

0

du u
1
q−1
−1 e−u 1

u
1+n

β

=
ηn(2−q)Γ(1+n

β )
Γ( 1

q−1)(q−1)
1+n

β

∞́

0

u
1
q−1
−2−n

β e−udu
(A.4.10)

Comparando novamente com a de�nição de Γ temos:

µn =
ηn(2−q)Γ(1+n

β )
Γ( 1

q−1)(q−1)
1+n

β
Γ
(

1
q−1
− 1− n

β

)
(A.4.11)

Com as restrições 1
q−1

> 0 ⇒ q − 1 > 0 ⇒ q > 1 e 1
q−1
− 1 − n

β
> 0 ⇒

1
q−1

> 1 + n
β
⇒ q − 1 < β

β+n
⇒ q < 1 + β

β+n
, ou seja 1 < q < 1 + β

β+n
. A Equa-
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ção A.4.11 pode ser reescrita considerando que 1
q−1
− 1 = 2−q

q−1
e usando a propriedade

da função gama Γ(m + 1) = mΓ(m). Identi�cando m + 1 = 1
q−1

, portanto Γ
(

1
q−1

)
=(

1
q−1
− 1
)

Γ
(

1
q−1
− 1
)

=
(

2−q
q−1

)
Γ
(

2−q
q−1

)
. Com isso Equação A.4.11 �ca:

µn =
ηnΓ(1+n

β )
( 2−q
q−1)Γ( 2−q

q−1)

(
2−q
q−1

)
1

(q−1)
n
β

Γ
(

1
q−1
− 1− n

β

)
= ηn

Γ( 2−q
q−1)

1

(q−1)
n
β

Γ
(

1 + n
β

)
Γ
(

2−q
q−1
− n

β

) (A.4.12)

ou seja:

µn = ηnΓ
(

1 + n
β

)
Γ( 2−q

q−1
−n
β )

(q−1)
n
β Γ( 2−q

q−1)
, 1 < q < 1 + β

β+n (A.4.13)

Note que limq→1µn = ηnΓ
(

1 + n
β

)
que é a expressão do n-ésimo momento da dis-

tribuição Weibull. Chamando qmax = 1 + β
n+β

tem-se limβ→0qmax = 1, limβ→∞qmax = 2 e

limη→∞qmax = 1.

A.4.2 Momento de ordem n para q < 1

Utilizando a representação integral da q-exponencial válida para q < 1 vide Lenzi,

Mendes e Rajagopal (1999)

expq(−x) = 1
2π

Γ
(

2−q
1−q

) ∞́

−∞

e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

e−(1−q)(1+iu)xdu,

(q < 1, 1− (1− q)x > 0)

(A.4.14)

o n-ésimo momento �ca

µn = ηn(2− q)
∞́

0

dx x
n
β 1

2π
Γ
(

2−q
1−q

) ∞́

−∞

e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

e−(1−q)(1+iu)xdu . (A.4.15)

Invertendo a ordem de integração:

µn = ηn(2− q)Γ( 2−q
1−q )
2π

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

∞́

0

dx x
n
β e−(1−q)(1+iu)x. (A.4.16)

Comparando a integral interna com a de�nição da função gama: Γ(z) =
∞́

0

dv vz−1e−v,

identi�cando v = (1− q)(1 + iu)x, logo dv = (1− q)(1 + iu)dx e a integral �ca
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∞́

0

dx x
n
β e−(1−q)(1+iu)x =

∞́

0

dv
(

1
(1−q)(1+iu)

)(
v

(1−q)(1+iu)

)n
β
e−v

=
(

1
(1−q)(1+iu)

)1+n
β
∞́

0

dv (v)
n
β e−v

= 1

(1−q)1+
n
β (1+iu)

1+n
β

Γ
(

1 + n
β

)
,

(A.4.17)

e assim

µn = ηn(2− q)Γ( 2−q
1−q )
2π

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q

1

(1−q)1+
n
β (1+iu)

1+n
β

Γ
(

1 + n
β

)
= ηnΓ

(
2−q
1−q

)(
2−q
1−q

)
Γ(1+n

β )
(1−q)

n
β

1
2π

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q+1+n

β

,
(A.4.18)

mas a função gama admite outra representação integral (vide Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey

(1994) equação 8.315 2)

2πe−abbz−1

Γ(z)
=

∞̂

−∞

du
ebui

(a+ iu)z
, (A.4.19)

identi�cando a = 1, z = 2−q
1−q + 1 + n

β
, b = 1, a integral interna �ca

∞́

−∞
du e1+iu

(1+iu)
2−q
1−q+1+n

β

= e
∞́

−∞
du eui

(1+iu)
2−q
1−q+1+n

β

= e 2πe−11z−1

Γ( 2−q
1−q+1+n

β )

= 2π

Γ( 2−q
1−q+1+n

β )
,

(A.4.20)

assim a expressão do n-ésimo momento �ca:

µn = ηnΓ
(

2−q
1−q

)(
2−q
1−q

)
Γ(1+n

β )
(1−q)

n
β

1
2π

2π

Γ( 2−q
1−q+1+n

β )

= ηn
(

2−q
1−q

)
Γ
(

2−q
1−q

)
Γ(1+n

β )
(1−q)

n
β

1

Γ( 2−q
1−q+1+n

β )
.

(A.4.21)

Usando a propriedade Γ(z + 1) = zΓ(z) tem-se
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µn = ηnΓ
(

2−q
1−q + 1

)
Γ(1+n

β )
(1−q)

n
β

1

Γ( 2−q
1−q+1+n

β )

= ηnΓ
(

1 + n
β

)
Γ( 2−q

1−q+1)
(1−q)

n
β Γ( 2−q

1−q+1+n
β )

= ηnΓ
(

1 + n
β

)
Γ( 3−2q

1−q )
(1−q)

n
β Γ( 3−2q

1−q +n
β )
.

(A.4.22)

O n-ésimo momento �ca:

µn = ηnΓ
(

1 + n
β

)
Γ( 3−2q

1−q )
(1−q)

n
β Γ( 3−2q

1−q +n
β )
, q < 1 (A.4.23)

A.5 ηq

Cálculo de ηq:

Fq (ηq) = 1− e−1 (A.5.1)

1−

{
expq

[
−
(
ηq − t0
η − t0

)β]}2−q

= 1− e−1 (A.5.2)

{
expq

[
−
(
ηq − t0
η − t0

)β]}2−q

= e−1 (A.5.3)

expq

[
−
(
ηq − t0
η − t0

)β]
=
(
e−1
) 1

2−q = e
1
q−2 (A.5.4)

−
(
ηq − t0
η − t0

)β
= lnq e

1
q−2 (A.5.5)

ηq − t0
η − t0

=
(
− lnq e

1
q−2

) 1
β

(A.5.6)

ηq = t0 + (η − t0)
(
− lnq e

1
q−2

) 1
β

(A.5.7)
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A.6 Média ou MTBF

Média:

µ′1 = MTBF =
1∑
j=0

{
t1−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
Γ( 2−q

q−1
− j
β )

(q−1)
j
β Γ( 2−q

q−1)

}
, 1 < q < 1 + β

β+n

(A.6.1)

µ′1 = MTBF =
1∑
j=0

{
tn−j0 (η − t0)j Γ

(
1 + j

β

)
Γ( 3−2q

1−q )

(1−q)
j
β Γ( 3−2q

1−q + j
β )

}
,

q < 1

(A.6.2)

A.7 Mediana

Mediana:

Rq(t) = exp 1
2−q

[
− (2− q)

(
t− t0
η − t0

)β]
, t ≥ t0 (A.7.1)

Rq(Md) = 0.5 (A.7.2)

exp 1
2−q

[
− (2− q)

(
Md− t0
η − t0

)β]
= 0.5 (A.7.3)

− (2− q)
(
Md− t0
η − t0

)β
= ln 1

2−q
0.5 (A.7.4)

−
(
Md− t0
η − t0

)β
=

ln 1
2−q

0.5

2− q
(A.7.5)

(
Md− t0
η − t0

)β
=

ln 1
2−q

0.5

q − 2
(A.7.6)
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Md− t0
η − t0

=

(
ln 1

2−q
0.5

q − 2

) 1
β

(A.7.7)

Md = t0 + (η − t0)

(
ln 1

2−q
0.5

q − 2

) 1
β

(A.7.8)

Note que:

lim
q→1

Md = t0 + (η − t0) (ln 2)
1
β (A.7.9)

A.8 Moda

A Moda é de�nida pelo t tal que dfq(t)

dt
= 0, logo:

dfq(t)

dt
=

d

{
β(2−q)
η−t0

(
t−t0
η−t0

)β−1

expq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]}
dt

= 0 (A.8.1)

dfq(t)

dt
=
β (2− q)
η − t0

{(
t− t0
η − t0

)β−1

expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}′
= 0 (A.8.2)

dfq(t)

dt
=
β (2− q)
(η − t0)β

{
(t− t0)β−1 expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}′
= 0 (A.8.3)

dfq(t)

dt
=

{
(t− t0)β−1 expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}′
= 0, (A.8.4)

logo

(β − 1) (t− t0)β−2 expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
+ (t− t0)β−1 expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]′
= 0 (A.8.5)
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(β − 1) (t− t0)β−2 expq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]
+

(t− t0)β−1 expqq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β]
(−β)

(η−t0)β
(t− t0)β−1 = 0

(A.8.6)

(β − 1) (t− t0)β−2 expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
+ (t− t0)2β−2 expqq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β] −β
(η − t0)β

= 0

(A.8.7)

(t− t0)β−2 expq

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]{
β − 1 + (−β)

(
t− t0
η − t0

)β
expq−1

q

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]}
= 0

(A.8.8)

β − 1 + (−β)

(
t− t0
η − t0

)β
expq−1

q

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
= 0 (A.8.9)

Chamando a =
(
t−t0
η−t0

)β
temos:

β − 1 + (−β) a expq−1
q [−a] = 0 (A.8.10)

(−β) a expq−1
q [−a] = 1− β (A.8.11)

expq−1
q [−a] =

β − 1

aβ
(A.8.12)

expq [−a] =

(
β − 1

aβ

) 1
q−1

, β > 1 (A.8.13)

[1 + (1− q) (−a)]
1

1−q
+ =

(
β − 1

aβ

) 1
q−1

, q 6= 1 (A.8.14)

[1− (1− q) a]
1

1−q =

(
β − 1

aβ

) 1
q−1

, q 6= 1 ∧ (1− (1− q) a) > 0 (A.8.15)
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1− (1− q) a =
aβ

β − 1
(A.8.16)

1− (1− q) a− aβ

β − 1
= 0 (A.8.17)

β − 1− (1− q) (β − 1) a

β − 1
− aβ

β − 1
= 0 (A.8.18)

β − 1− (1− q) (β − 1) a− aβ
β − 1

= 0 (A.8.19)

β − 1− (1− q) (β − 1) a− aβ = 0 (A.8.20)

(1− q) (β − 1) a+ aβ = β − 1 (A.8.21)

a [(1− q) (β − 1) + β] = β − 1 (A.8.22)

a [β − 1− qβ + q + β] = β − 1 (A.8.23)

a [β (2− q) + q − 1] = β − 1 (A.8.24)

a =
β − 1

β (2− q) + q − 1
(A.8.25)

Retornando o valor de a temos:

(
t− t0
η − t0

)β
=

β − 1

β (2− q) + q − 1
(A.8.26)

t− t0
η − t0

=

(
β − 1

β (2− q) + q − 1

) 1
β

(A.8.27)
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t = t0 + (η − t0)

(
β − 1

β (2− q) + q − 1

) 1
β

(A.8.28)

A Moda vale:

Mo = t0 + (η − t0)

(
β − 1

β (2− q) + q − 1

) 1
β

, β > 1 (A.8.29)

Mo = t0 + (η − t0)

(
β − 1

β + β − βq + q − 1

) 1
β

, β > 1 (A.8.30)

Mo = t0 + (η − t0)

(
β − 1

β + β (1− q)− (1− q)

) 1
β

, β > 1 (A.8.31)

Mo = t0 + (η − t0)

(
β − 1

β + (β − 1) (1− q)

) 1
β

, β > 1 (A.8.32)

Note que:

lim
q→1

Mo = t0 + (η − t0)

(
β − 1

β

) 1
β

, β > 1 (A.8.33)

A.9 Árvore de Falha Dinâmica

A.9.1 Derivada temporal da função de falha acumulada da porta

WSP

A função de falha acumulada da porta WSP é de�nida por

WSPP1,S1(t) = 1−
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
] [

1−WSP P 7→S
P1,S1

(t)
]
. (A.9.1)

A sua derivada temporal é

WSP
′
P1,S1

(t) = −
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
]′ [

1−WSP P 7→S
P1,S1

(t)
]

+

−
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
] [

1−WSP P 7→S
P1,S1

(t)
]′
.

(A.9.2)
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Dividindo em duas partes �ca

WSP
′

P1,S1
(t) = WSPaP1,S1(t) +WSPbP1,S1(t), (A.9.3)

assim

WSPaP1,S1(t) = −
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
]′ [

1−WSP P 7→S
P1,S1

(t)
]

(A.9.4)

e

WSPbP1,S1(t) = −
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
] [

1−WSP P 7→S
P1,S1

(t)
]′
. (A.9.5)

A derivada em relação ao tempo presente na Equação A.9.4 é

[
WSP S 7→P

P1,S1
(t)
]′

= fq,P (t)FS1dorα(t). (A.9.6)

Para a derivada temporal presente na Equação A.9.5 vamos aplicar a relação

d

[
t́

a

g(t)p(t− x1) dx1

]
dt

=

tˆ

a

g(t)p′(t− x1) dx1 + g(t)p(0) (A.9.7)

na Equação 5.2.30, assim temos

[
WSP P 7→S

P1,S1
(t)
]′

= KWSP


x1=tˆ

x1=t01

fq,P (x1)fS1atv(t− x1)dx1 + fq,P (t)FS1atv(0)

 . (A.9.8)

Retornando à Equação A.9.4

WSPaP1,S1(t) = fq,P (t)FS1dorα(t)
[
1−WSP P 7→S

P1,S1
(t)
]

(A.9.9)

e à Equação A.9.5
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WSPbP1,S1(t) =
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
]
KWSP×

×

{
x1=t´

x1=t01

fq,P (x1)fS1atv(t− x1)dx1 + fq,P (t)FS1atv(0)

}
,

(A.9.10)

temos

WSP
′
P1,S1

(t) = fq,P (t)FS1dorα(t)
[
1−WSP P 7→S

P1,S1
(t)
]

+

+
[
1−WSP S 7→P

P1,S1
(t)
]
×

×KWSP

{
x1=t´

x1=t01

fq,P (x1)fS1atv(t− x1)dx1 + fq,P (t)FS1atv(0)

}
,

(A.9.11)

e �nalmente

WSP
′
P1,S1

(t) = fq,P (t)FS1dorα(t)×

×

[
1−KWSP

x1=t´
x1=t01

fq,P (x1)FS1atv(t− x1)dx1

]
+

+

[
1−

x2=t´
x2=t02

fq,P (x2)FS1dorα(x2)dx2

]
×

×KWSP

{
x1=t´

x1=t01

fq,P (x1)fS1atv(t− x1)dx1 + fq,P (t)FS1atv(0)

}
.

(A.9.12)

A.10 Tempo esperado por ciclo de manutenção

A.10.1 Solução de
T́

t0

tfq(t)dt

A primeira parte da Equação 6.2.15, ou seja, de
T́

t0

tfq(t)dt é resolvida com a integral

do produto

ˆ
udv = uv −

ˆ
vdu, (A.10.1)

Assuma que u = t, logo du = dt. Fazendo dv = fq(t)dt temos v =
´
fq(t)dt :
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v =
´ { β(2−q)

(η−t0)

(
t−t0
η−t0

)β−1

expq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β] }
dt

= −(2− q)
´ {

−β
(

1
η−t0

)(
t−t0
η−t0

)β−1

expq

[
−
(
t−t0
η−t0

)β] }
dt,

(A.10.2)

Adote α = −
(
t−t0
η−t0

)β
, portanto dα = −β

(
t−t0
η−t0

)β−1 (
1

η−t0

)
dt e a Equação A.10.2 �ca

v = −(2− q)
ˆ

expq αdα. (A.10.3)

A integral da função q-exponencial é:

ˆ
expq xdx =

1

(2− q)
[
expq x

]2−q
+ C, (A.10.4)

e a Equação A.10.2 é reescrita como

v = −(2− q) 1
(2−q)

[
expq α

]2−q
+ C

= −
[
expq α

]2−q
+ C.

(A.10.5)

Aplicando esta identidade da q-exponencial(
expq x

)a
= exp1− 1−q

a
(ax), (A.10.6)

temos

v = −
[
exp1− 1−q

2−q
[α(2− q)]

]
+ C

= −
[
exp 1

2−q
[α(2− q)]

]
+ C

= − exp 1
2−q

[
−(2− q)

(
t−t0
η−t0

)β]
+ C.

(A.10.7)

Retornando à Equação A.10.1 temos

´
tfq(t)dt = −t

exp 1
2−q

 − (2− q)×(
t−t0
η−t0

)β
+ C

+

´
exp 1

2−q

 − (2− q)×(
t−t0
η−t0

)β
+ C

 dt,

(A.10.8)
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colocando os limites de integração temos

T́

t0

tfq(t)dt =

−t exp 1
2−q

 − (2− q)×(
t−t0
η−t0

)β
− tC


t=T

t=t0

+

T́

t0

exp 1
2−q

 − (2− q)×(
t−t0
η−t0

)β
+ C

 dt

(A.10.9)

T́

t0

tfq(t)dt = −T exp 1
2−q

 − (2− q)×(
T−t0
η−t0

)β
− TC+

T́

t0

exp 1
2−q

 − (2− q)×(
t−t0
η−t0

)β
 dt+ TC,

(A.10.10)

usando a Equação 3.2.6, temos

T̂

t0

tfq(t)dt = −TRq(T ) +

T̂

t0

Rq(t)dt (A.10.11)

A.10.2 Solução de
T́

t0

Rq(t)dt

A integral
T́

t0

Rq(t)dt, para q 6= 1 é

IRq(T ) =

t=Tˆ

t=t0

[
1 + (q − 1)

(
t− t0
η − t0

)β] 2−q
1−q

+

dt (A.10.12)

Fazendo b = q − 1, x =
(
t−t0
η−t0

)β
e −v = 2−q

1−q temos dx = β
(
t−t0
η−t0

)β−1
1

η−t0dt e

dt = 1
β

(
t−t0
η−t0

)1−β
(η − t0) dx logo

IRq(T ) =

t=Tˆ

t=t0

[1 + bx]−v+

1

β

(
t− t0
η − t0

)1−β

(η − t0) dx (A.10.13)

mas t−t0
η−t0 = x

1
β , então
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IRq(T ) =
t=T´
t=t0

[1 + bx]−v+
1
β
x

1
β
−1 (η − t0) dx

= (η−t0)
β

t=T´
t=t0

x
1
β
−1 [1 + bx]−v+ dx

(A.10.14)

Fazendo 1
β

= a temos

IRq(T ) = (η − t0) a

t=Tˆ

t=t0

xa−1 [1 + bx]−v+ dx (A.10.15)

Para t = T temos x =
(
T−t0
η−t0

)β
e para t = t0, x = 0

IRq(T ) = (η − t0) a

(
T−t0
η−t0

)βˆ

0

xa−1 [1 + bx]−v+ dx (A.10.16)

fazendo u =
(
T−t0
η−t0

)β

IRq(T ) = (η − t0) a

uˆ

0

xa−1 [1 + bx]−v+ dx (A.10.17)

De acordo com Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey (1994) equação 3.194.1

uˆ

0

xa−1 (1 + bx)−v dx =
ua

a
2F1 (v, a ; 1 + a; −bu) (A.10.18)

então
IRq(T ) = (η − t0) au

a

a 2F1 (v, a ; 1 + a; −bu)

= (η − t0)ua2F1 (v, a ; 1 + a; −bu)
(A.10.19)

Retornando a = 1
β
, b = q − 1, v = q−2

1−q e u =
(
T−t0
η−t0

)β
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IRq(T ) = (η − t0)

[(
T−t0
η−t0

)β] 1
β

2F1

(
q−2
1−q ,

1
β

; 1 + 1
β
; − (q − 1)

(
T−t0
η−t0

)β)
= (T − t0) 2F1

(
q−2
1−q ,

1
β

; 1 + 1
β
; (1− q)

(
T−t0
η−t0

)β)
.

(A.10.20)

Para q = 1 temos

IR(T ) =

T̂

t0

R(t)dt =

T̂

t0

exp

[
−
(
t− t0
η − t0

)β]
dt (A.10.21)

Fazendo x = t−t0
η−t0 temos dx = 1

η−t0dt e dt = (η − t0) dx

IR(T ) =

t=Tˆ

t=t0

exp
[
−xβ

]
(η − t0) dx (A.10.22)

IR(T ) = (η − t0)

x=
T−t0
η−t0ˆ

x=0

exp
[
−xβ

]
dx (A.10.23)

Em Gradshteyn, Ryzhik e Je�rey (1994) equação 2.33 10.* temos

ˆ
xm exp (−axn) dx =

−Γ (γ, axn)

naγ
, γ =

m+ 1

n
, a 6= 0, n 6= 0 (A.10.24)

para m = 0 e a = 1 temos

ˆ
exp (−xn) dx = −

Γ
(

1
n
, xn
)

n
, n 6= 0 (A.10.25)

logo

IR(T ) =
(η − t0)

β

[
−Γ

(
1

β
, xβ
)]x=

T−t0
η−t0

x=0

(A.10.26)



190 Apêndice A

IR(T ) =
(η − t0)

β

[
−Γ

(
1

β
,

(
T − t0
η − t0

)β)
+ Γ

(
1

β
, 0

)]
. (A.10.27)

Resumindo

IRq(t) =


(T − t0) 2F1

(
q−2
1−q ,

1
β

; 1 + 1
β
; (1− q)

(
T−t0
η−t0

)β)
, q 6= 1

(η−t0)
β

[
−Γ

(
1
β
,
(
T−t0
η−t0

)β)
+ Γ

(
1
β
, 0
)]

, q = 1.
(A.10.28)
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